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Abstract

A rigorous method for calculating thermodynamically consistent vapor composition data in isothermal
binary systems is fully developed. The method does not require the simplifying assumptions of ideal
gas and negligible liquid volume and the result is a first-order differential equation for y,. A sequential
strategy to implement this methodology is also presented and it is applicable to any binary system. The
effectiveness of the method is demonstrated by the qualitative and quantitative reproduction of the
data for the azeotropic system ethanol (1) - chloroform (2) at 55 °C, a system that requires the
nonideality correction.

Resumen

Un método riguroso para el calculo de datos termodinamicamente consistentes de composicién del
vapor en sistemas binarios isotérmicos se desarrolla en forma completa. El método no requiere las
hipétesis simplificadoras de gas ideal y volumen de liquido despreciable, y su resultado es una
ecuacion diferencial de primer orden para y;. Asimismo, una estrategia secuencial para implementar
esta metodologia se presenta, la cual es aplicable a cualquier sistema binario. La efectividad del
método se demuestra mediante la reproduccién cualitativa y cuantitativa de los datos del sistema
azeotrdpico etanol (1) — cloroformo (2) a 55 °C, el cual es un sistema que requiere de una correcciéon por
no idealidad.
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I. INTRODUCCION

La industria quimica demanda el conocimiento de las propiedades de equilibrio liquido-vapor
de las mezclas de reactivos y productos, para poder dimensionar los equipos de separacion y estimar
los requerimientos energéticos, entre otras razones. Por lo anterior se realizan constantemente
mediciones experimentales de nuevas mezclas, pero estos datos no seran de utilidad si no satisfacen
relaciones termodindmicas fundamentales. Esto hace que la verificacion de la consistencia
termodindmica de los datos sea tan importante como la medicién misma. Las mismas relaciones

aplicables permiten también la determinacién de datos de presidén, temperatura o composicion
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termodindmicamente consistentes cuando estos datos son escasos o no existen. En este trabajo se analiza

un método para asegurar la consistencia termodindmica de los datos de mezclas binarias isotérmicas.

Una de las relaciones fundamentales que debe cumplir un sistema binario isotérmico es la

ecuacion de coexistencia, cuyo desarrollo se presenta en el Apéndice A:

Pdx; yi(1—y1)dxg

La Ecuacidn (1) se puede utilizar de varias maneras:

a) Para generar datos de composicién del vapor (y;) a partir de los datos de presion (P,dP/dx;) y
de composicion del liquido (x;).

b) Para generar datos de composicion del vapor (x;) a partir de los datos de presion (P, dP/dy,) y
de composicion del vapor (y;).

c) Para calcular las pendientes de la curva de composiciéon del vapor (dy,/dx;) a partir de los

datos de presion (P, dP/dx;) y de composicion del liquido (x;).

En los casos (a) y (b), la similitud entre los datos calculados y los experimentales constituye
una prueba de consistencia termodindmica [20]. En el caso (c), el grado en que las lineas tangentes se
pueden hacer coincidir a una curva continua representa también una prueba de consistencia
termodindmica [12, 13], como se muestra en las Figuras 1 y 2. Mientras que x; se puede despejar de la
Ecuacion (1), lo que permite su calculo directo, la determinacion de y; implica la integracion numérica
de la derivada dy; /dx;.
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FIGURAS 1y 2. Datos consistentes e inconsistentes (Bromiley
& Quiggle) segtin el criterio (c). Tomado de Redlich et al. (1952).

2 Ciencia y Tecnologia, 31(1): 1-25, 2015 - ISSN: 0378-0524



CALCULO RIGUROSO Y TERMODINAMICAMENTE CONSISTENTE DE EQUILIBRIO LIQUIDO-VAPOR.

Cuando se realizan experimentos de equilibrio liquido vapor en sistemas binarios isotérmicos,
normalmente se miden tres conjuntos de datos (P, x,y) pero solo se requieren dos de ellos para definir
las propiedades del sistema, siendo posible obtener el tercer conjunto de datos a partir de la ecuacion
de coexistencia [20]. Van Ness et al. (1973) senalan que normalmente se opta por el caso (a) citado
arriba, es decir el cdlculo de y a partir de las mediciones de (P, x). Lo anterior por ser la composicion

del vapor la que tiene la mayor incertidumbre.

La ecuacidn de coexistencia involucra dos suposiciones: la primera que el vapor es un gas ideal
(Z%=1), y 1a segunda que el volumen del liquido es despreciable (Z* ~ 0). Para presiones moderadas o
datos de gran exactitud, la suposiciéon de gas ideal para el vapor no es valida, por lo que se requiere
incorporar un modelo de gas real a la esta ecuacidn, por ejemplo la ecuacion virial de dos términos [2,
7] o la ecuacion de Redlich-Kwong [1, 6, 10].

En el presente trabajo se considerara el caso (a), es decir se obtendran valores de y; a partir de
los datos de (P, x;). Para ello se deducira una expresion de dy;/dx; que incorpore la ecuacion virial
de dos términos, la cual se integrard numéricamente para obtener la composicion del vapor. Un
procedimiento similar ha sido utilizado por varios autores [1, 2, 6, 10]. Dos recomendaciones

especificas para la implementacion de este método son [20]:

a. Incluir la medicion de las presiones de vapor de los componentes puros en el experimento,
porque si estos datos se toman de un manual o se calculan con una férmula (p. ej. la de
Antoine) se introduce un error sistematico. Si no se midieron, se recomienda obtenerlas de un
ajuste de los datos experimentales.

b. Efectuar la integracion numérica de la ecuacidon de coexistencia siempre en la direccion de la
presion creciente, en la direccion contraria puede ser inestable [18]. Esto es especialmente

importante si hay un azedtropo.

En la actualidad se utilizan métodos de simulacion molecular para calculos ab initio de

equilibrio liquido-vapor binario, basados también en la ecuacion de Gibbs-Duhem [5].

I. METODOLOGIA.
Desarrollo de la ecuacion diferencial requerida

La ecuacion rigurosa de coexistencia no aparece en los libros de Termodindmica, pero varias
formas de obtenerla aparecen en publicaciones especializadas [1, 2, 6, 7, 9, 10, 17]. Su deduccién se

realiza en el Apéndice B, a continuacidon se presentaran solamente los resultados mas importantes:

Se parte de la relacion fundamental para un sistema binario:
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En condiciones de equilibrio liquido-vapor y temperatura constante, se llega a la siguiente

relacion:

(Z=Z"-d(InP) = (y1 —x1) d(ln% (©)
2

Desarrollando esta relacion y derivando con respecto a x; se llega a la ecuacion siguiente, que

fue propuesta por primera vez por Van Ness (1964):

7. d(In P) _ (y1 —x1) dy;

_ ay, ~d(ln [,/0,)
dxq y1(1 —y1)dx,

dx1

+ (Y1 — x1) 4)

Cabe comparar esta ultima ecuacién con la Ecuacion (1): ambas coinciden en el primer término
del miembro derecho, pero la Ecuacion (4) posee un término adicional, este término representa la
correccion por la no-idealidad del vapor. Otra diferencia estd en el factor AZ = (Z% — Z') que aparece
multiplicando a d(In P)/dx; en el miembro izquierdo de la Ecuacion 4, este término representa tanto

la no idealidad (Z%) como el hecho que no se est4 despreciando la compresibilidad del liquido (Z*).

Desarrollando la derivada de la razén de coeficientes de fugacidad [J=d(n[]/[],) y

reordenando términos se llega al resultado final:

dy, _ AZ - (y1—x1) (—d‘linﬂp) d(InP) -

dxq 1 df] dxq
1= x1) <}’1(1 - ¥1) * (d}’1>>

Una ecuacion similar fue propuesta por Van Ness en 1964 y Nagata & Ohta en 1976, la cual

permite la integracion directa para obtener las composiciones del vapor [10, 17]. Por otra parte,
Martinez-Ortiz & Manley propusieron en 1978 un método de relajacién que requiere métodos de
optimizacion no lineales para su resolucién, pero que tiene la ventaja de poderse extender a sistemas

multicomponentes [7].
Datos experimentales y estrategia de calculo

Los datos que se utilizardn para aplicar esta metodologia son los datos del sistema binario
etanol (1) — cloroformo (2) a 55 °C, publicados por Scatchard y Raymond en 1938 [14, 15] y que se

presentan en el Cuadro 1.
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CUADRO 1. Datos de ELV del sistema etanol (1) —
cloroformo (2) a 55 °C. Tomados de Raymond (1937).

X1 y1 P (mm Hg)
0,0000 0,0000 617,84
0,0348 0,0592 626,79
0,0570 0,0850 644,24
0,0963 0,1202 650,38
0,1610 0,1583 653,11
0,2236 0,1819 650,96
0,2731 0,1990 646,79
0,3149 0,2143 641,49
0,3789 0,2361 632,14
0,4270 0,2473 623,67
0,5206 0,2839 599,03
0,6035 0,3240 569,02
0,6096 0,3280 566,74
0,6233 0,3359 560,25
0,6555 0,3581 545,72
0,6588 0,3593 543,53
0,7194 0,4058 508,78
0,7799 0,4729 469,41
0,8131 0,5205 441,04
0,8521 0,5965 407,90
0,8971 0,6877 367,01
0,9198 0,7467 346,89
0,9288 0,7698 336,89
0,9669 0,8838 306,38
1,0000 1,0000 279,86

Estos datos se consideran un modelo de calidad y de consistencia termodindamica a pesar de su
antigiiedad. El sistema posee un azeo6tropo de presién maxima aproximadamente en el punto x;=0,16

y P=653 mm Hg, como se observa en las Figuras 3 y 4.
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FIGURA 3. Curvas Px y Py para el sistema etanol (1) — cloroformo (2) a 55°C.
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FIGURA 4. Curva xy para el sistema etanol (1) — cloroformo (2) a 55 °C.

Existe una ecuacion disponible para la presion total de este sistema [8]:

P = 279,69 + 796.10x, + 1151,98x% — 5506,50x5 + 6603,88x5 — 2706,66x5
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Se requiere una estrategia ordenada de cdlculo para aplicar la Ecuacion (5), susceptible de ser
implementada en una hoja de cdlculo como Excel o MathCAD. En la Figura 5 se propone una

secuencia de pasos a seguir, la cual se explicard seguidamente.

Valores iniciales 52%53?%?135 Calculo de dInP/
(llr:;iz%neonslos componentes — dx, —_— Calculo de AZ
' puros.
v I
Caleulo de dI7 Calculo de dI/dy, —>| Célculo dedy,/dx, —>| Calculo dey,

FIGURA 5. Estrategia de calculo utilizada para el presente trabajo.

Valores iniciales (limites) en los extremos. La integracion numérica de la Ecuacion (5) requiere
conocer los valores de la derivada dy;/dx; en los extremos del intervalo de composicion de x;, esto
por tratarse de una mezcla azeotrdpica de presiéon méaxima, y por la recomendacion de hacer la
integracion en la direccion de la presion creciente. Las Ecuaciones (5) y (6) se vuelven indeterminadas
cuando x; = 0 6 x; = 1, por lo que el calculo de la derivada involucra un proceso de limites. Como se

muestra en el Apéndice C, los valores limites de la derivada dy;/dx; son los siguientes:

lim0 dy,/dx; = 1+ AZ - d(InP)/dx;|x, =0 (7a)
X1
lim dy;/dx; =1—AZ-d(InP)/dx;ly,=o (7b)

x1—1

Valores de las presiones de los componentes puros. Raymond (1937) realizé la medicién de las
presiones de vapor del etanol y del cloroformo puros que fueron usados en las mezclas utilizadas para
las determinaciones de los datos de equilibrio liquido vapor, lo cual cumple con una de las
recomendaciones necesarias para mejorar la consistencia y reducir el error de los datos calculados de

¥1 [18]. Los valores reportados a 55 °C por Scatchard y Raymond (1938) son:

P = 279,86 mm Hg
P;% = 617,84 mm Hg

Cilculo de d(In P)/dx,. Para el calculo de esta derivada existen varias opciones:

a) Diferenciacién numérica de los datos experimentales. Desventaja: no son datos igualmente

espaciados, limita los métodos disponibles.

Ciencia y Tecnologia, 31(1): 1-25, 2015 - ISSN: 0378-0524 7



R.A. MORA CASAL

b) Interpolacion de trazador (spline) cibico y uso de los coeficientes obtenidos para el calculo de
la derivada. Desventaja: los datos tienen incertidumbre experimental.

c) Ajuste de una ecuacioén a los datos (P, x;) mediante minimos cuadrados y diferenciacion.

Las ecuaciones propuestas para el presente trabajo, Ecuaciones (8) y (9), se basan en la
Ecuacion (6) que es el ajuste realizado por Mixon et al. (1965) para la presidn total del sistema en

cuestion. Se intentd obtener una funcién de P o de In P que ajustara mejor los datos, sin éxito.
P = 618,49 + 537.22x; — 2810,84x? + 6157,58x3 — 6929,42x} + 2706,66x3 (8)

d(InP)/dx; = (537,22 — 5621,68x, + 18472,74x% — 27717,68x3 + 13533,30x])/P )

Cilculo de AZ. El calculo de AZ = Z% — Z* involucra tanto la compresibilidad de la fase gaseosa como
la compresibilidad de la fase liquida. Para cada una de ellas se aplicara un modelo particular. La
compresibilidad de la fase gaseosa se calculara mediante la ecuacidon de estado virial de dos términos,

basada en la presién (forma de Berlin), que para una mezcla binaria se escribe asi:

76 =1+—2— 10a
RT (10a)
2 2

By = 2 12. 1yiijij = ¥{B11 + 2y1Y2B12 + y3Bz2  (B1z = B21) (10Db)
i= j=

Se utilizaran los siguientes valores de los coeficientes viriales, estimados por Nagata y Ohta

(1976) y que son similares a los reportados por Abbott y Van Ness (1975):
By1 = —1523 cc/gmol, B, = —963 cc/gmol, By, = —1217 cc/gmol

El volumen especifico de la fase liquida, requerido para determinar Z L se calculara con base en

un modelo de solucién ideal:

Vm = X1V1 + szZ (11)

Raymond (1937) midio el volumen de las mezclas de etanol-cloroformo a 25 °C y corroboré la
validez de esta relacion. Los valores reportados por Scatchard y Raymond (1938) a 55 °C son V;= 62,8
cc/gmol y Vo= 83,8 cc/gmol. En la Figura 6 se muestra la relacion lineal resultante a 25 °C y la

dispersion del error experimental.
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FIGURA 6. Volumen especifico etanol (1) — cloroformo (2) a 25°C.
Elaboracion propia a partir de [11, 14].

Cilculo de d[]/d(In P). Las férmulas para la razon de coeficientes de fugacidad y sus derivadas se

basan en la ecuacién de estado virial de dos términos:

b P
1HU—2 = RT [B11 — Baz + (1 — 2y1)015] (12)
d(In/],/ 1
% = RT [B11 — Baz + (1 — 2y1)612]
d(In/],/ P
% =T [B11 — Baz + (1 — 2y1)61,]

danf,/0,) _ 0

d(nP) [, (13)
En las ecuaciones anteriores, 8;, = 2By, — By; — B, = 52 cc/gmol.

Cilculo de d[]/dy,. Con base en la Ecuacion (12) anterior, se puede obtener la formula requerida:

d(nf],/[],) —2Psy, (14)

dyl RT

Cilculo de dy,/dx,. Una vez calculados todos los términos requeridos se procede a calcular la

derivada dy,/dx; por medio de la Ecuacion (5).

Ciencia y Tecnologia, 31(1): 1-25, 2015 - ISSN: 0378-0524 9



R.A. MORA CASAL

Cdlculo de y,. El calculo de y; para el punto (k + 1) se realiza mediante una férmula de integracién

numérica, la formula de Euler:

dy,

k+1 k k+1 k
= + (x —X1)5—
1 y1 + (%1 1)dx1

(15)

Xk

Para el calculo “hacia atrds” a partir de x; = 1, se utiliza la misma Ecuacién (15) pero los
nuevos valores serian (xf~,y¥). Con esto finalizaria el calculo correspondiente a un punto de

datos.

III. RESULTADOS Y DISCUSION

Se iniciard con la revision de los datos experimentales y la obtencion de los valores iniciales
requeridos para la aplicacion del método. Cabe mencionar que la temperatura real en la cual se
tomaron las mediciones fue de 54,976 °C segtn reportaron los autores en una errata [15]. Esto es un

ejemplo del grado de precision que se manejo en el estudio experimental realizado hace 75 afios.

Observando la Figura 3, pareciera que el punto correspondiente a x; = 0,0348 y P =626,79 mm
Hg es erréneo. Un ajuste de los datos cercanos (sin incluir este punto) resulta en un valor de P entre
634 y 635 mm Hg. Por esta razon este punto se omitié en los calculos siguientes. Al analizar la curva
Px, se observa que la Ecuacion (8) predice un méaximo en x; = 0,163765 con un valor de P = 653,463

mm Hg.

Los valores de las presiones de vapor saturado de los componentes puros son importantes
porque afectan los valores de la derivada d(in P)/dx; en los valores extremos de x;. La Ecuacion (8)
implica unos valores de P* = 279,69 mm Hg y P;% = 618,49 mm Hg, que son distintos a los

reportados por Scatchard y Raymond (1938) pero que estan dentro del error experimental.

Los valores de la derivada de la presion con respecto a x; en los extremos también son
importantes porque afectan el calculo de los valores limites de dy;/dx;. La Ecuacién (9) predice
dP/dx; =53722 mm Hgenx; =0y dP/dx; =—796,10 mm Hg en x; = 1. También se puede estimar
la derivada a partir de los datos experimentales, mediante un método simple de extrapolacion, el cual
produce como resultados dP/dx; = 580,65 mm Hg en en x; = 0y dP/dx; =—-779,91 mm Hg en
x1 = 1. Al estimar esta ultima derivada se observd que el valor de presion reportado por Scatchard
para x; = 0,9288 es erréneo, deberia ser 1 mm Hg menor. Las diferencias entre ambos pares de

resultados se pueden considerar representativas de la incertidumbre en cada extremo.

No se utilizaron los valores de los coeficientes viriales reportados por Raymond (1937), que

son los siguientes:
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By1 = —865 cc/gmol, By, = —1152 cc/gmol, By, = —1171 cc/gmol

La razdn es que investigadores posteriores han encontrado que estos valores son inexactos [10,
20]. Los valores experimentales no estan disponibles a 55 °C pero son cercanos a los valores utilizados

en este trabajo: al respecto se puede consultar la recopilacion hecha por Dymond et al. (2002).

El célculo de los valores de dy;/dx; en los extremos se realiza en el Apéndice D, seguidamente

se presentan los resultados:
Parax; =0, dy;/dx; = 1,842
Parax, = 1,dy,/dx, = 3,782

A partir de la curva xy se estiman estos valores en 2,012 y 3,681 respectivamente, lo cual se

pueden considerar representativo de la incertidumbre de la derivada en cada extremo.

La integracion de la Ecuacién (5) se realiza desde los valores extremos de x;, siguiendo la
estrategia propuesta en la Figura 5. Los calculos se realizaron mediante el programa Microsoft Excel,
que tiene capacidad para manejo de datos y generacion de graficos. Se elaboraron dos hojas de
célculo, una para la secuencia “hacia adelante” y la otra para la secuencia “hacia atrds”. En la Figura 7

se muestran las primeras filas de la primera hoja de calculo.

xtk  x2k  ylk  y2k P dpP/dx  d(InP)/dx1 ZG il dl/d(inP) dl/dyl NUM  DEN  dyl/exl ylk+l
0 1 0 1 61849 537,22 08685993 0,9708968 0,0025326 -0,015352 -0,00314 184112 0,018411
001 099 0018411 0981589 6235872 482,829 0,7742668 0,9703714 0,002547 -0,015537 -0,00317 0,749455 0,4653%5 1,610365 0,034515
002 098 0034515 0965485 628,1582 431,959 0,6876546 0,9699017 0,0025593 -0,015703 -0,00319 0,665354 0,435527 15277 0,049792
003 097 0049792 0950208 632,2376 3844577 (0,6080905 0,9694645 0,0025694 -0,015854 -0,00321 0,588151 0,418257 1,406193 0,056542
004 09 0063603 0936397 6358581 340,169 0,5349777 0,9690691 0,0025776 -0,015989 -0,00323 0,517253 0,396229 1,305442 0,076657
005 095 0076657 0923343 639,0511 2989377 0,4677837 0,9687037 0,002584 -0,016112 -0,00325 0,452136 0,376531 1,200793 0,085063

FIGURA 7. Extracto de la hoja de calculos “hacia adelante”.

Cada columna, de izquierda a derecha, representa un paso en la secuencia de calculos. Cada
celda contiene la férmula correspondiente, las constantes se ubican en un bloque aparte. La columna
NUM corresponde al numerador de la Ecuacion (5) y la columna DEN corresponde a su
denominador, de modo que la derivada dy;/dx; es el cociente de estos dos numeros. En la primera
fila NUM y DEN estan en blanco porque la derivada se calculé6 mediante la Ecuacion (7). El valor
obtenido de y¥*! en la primera fila se convierte en entrada en la tercera columna de la segunda fila y
asi sucesivamente. Se observa como las diferentes variables van cambiando en una forma gradual.

Resultados similares se obtuvieron en la hoja de calculo hacia atrds, como se ve en la Figura 8.
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xLk  x2k  ylk  y2k P dp/dx1  d(InP)/dx1 ZG il dl/d(nP) dl/dyl NUM  DEN  dyl/dxl ylk-1
095 005 0825485 0,174515 321,7271 -873,217 -2,7141534 09777116 0,0010038 -0,009336 -0,00163 -2,64778 -0,86413 3064108 0794844
0% 0,04 0857602 0,142398 3130414 -863,483 -2,7583674 09780208 0,0009735 -0,009135 -0,00159 -2,69248 -0,83834 3,211691 0,825485
097 0,03 0890849 0,109151 3044664 -851,054 -2,7952297 09783266 0,0009437 -0,008936 -0,00155 -2,73003 -0,81388 3,354345 (,83045
098 0,02 0925826 0,074174 296,0298 -835,781 -2,8232988 0786223 0,0009145 -0,008741 -0,0015 -275002 -0,7888 3497771 0,890849
099 001 0962153 0,037847 287,7608 -817514 -2,84005 0789098 (0,000886 -0,00855 -0,00146 -277784 -0,76468 3632692 0,925826
1 0 1 0 27969 -791 -2,8463656 0,9791858 0,0008583 -0,008364 -0,00142 3,734678 0,962153

FIGURA 8. Extracto de la hoja de calculos “hacia atras”.

Los calculos hacia adelante y hacia atras se llevaron a cabo hasta el punto del azedtropo, en
donde segun la teoria deben coincidir, y se calcularon unos puntos mas en cada caso hasta que se
detecto inestabilidad o que los valores de y; se separaban mucho de la curva continua. Los resultados

se muestran en las Figuras 9 y 10.

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5

Yi

0.4
0.3
0.2
0.1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X;

FIGURA 9. Curva xy generada a partir de la Ecuacién (5).
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FIGURA 10. Curvas Px-Py generadas a partir de las Ecuaciones (5) y (6).

Se observa en primer lugar que el método de calculo propuesto permite reproducir las curvas
de equilibrio xy y Py en forma cualitativa y cuantitativa, como se mostrard mas adelante. En las
Figuras 9 y 10 se muestran las valores experimentales de y;, es evidente la consistencia termodindmica
si se toma en cuenta que estos datos no fueron utilizados en los calculos. Asimismo, el método predice
correctamente el azedtropo en un punto cercano al valor experimental, es decir entre x; = 0,16 y 0,17.
Por otra parte, se observa que las curvas correspondientes al calculo hacia adelante y hacia atras no
coinciden cuando llegan al azeétropo, al pasar este punto las curvas se alejan una de la otra y ya no

siguen los valores experimentales por lo que se debe detener el calculo.

La inestabilidad de las curvas calculadas una vez que sobrepasan el azedtropo se explica
porque a partir de este punto el proceso de calculo se realiza con presiones decrecientes, contrario a la
recomendacion de Van Ness (1970). Al examinar la Ecuacion (5), se observa que en el azeétropo se
anulan tanto el numerador como el denominador, ya que tanto d(In P)/dx; como (y; — x;) son cero,
lo cual hace que el valor de la derivada dy,;/dx; sea indeterminado en este punto, desde el punto de
vista del método numérico. Asimismo, en las cercanias del aze6tropo se manejan valores muy
pequefios tanto del numerador como del denominador, lo cual hace que la incertidumbre del método
aumente. Si se continta la integracidon en cualquiera de los dos casos, se observa que después de un
periodo de inestabilidad el método vuelve a generar una curva continua, pero esta curva no llega

exactamente al punto extremo (x4, y;) = (0,0) 6 (1,1), como se muestra en la Figura 11.
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FIGURA 11. Curvas xy resultantes de continuar la integracion de la Ecuacion (5).

Se probaron varios cambios en las constantes para tratar de conseguir que las curvas
coincidieran, por ejemplo utilizar otros valores disponibles para los coeficientes viriales, los
volimenes de liquido y los valores iniciales de las derivadas dP/dx; y dy,/dx;, entre otros. En todos
los casos la variacion de las curvas fue minima, lo cual indica que la ecuacioén de coexistencia rigurosa,
Ecuacion (5), es poco sensible a los valores de las constantes, esto se puede interpretar como una
verificacion de que este método es estable y robusto. La tinica opcion viable para mejorar la exactitud

k+1 _ xX) en la Ecuacién (15),

de las curvas es reducir el paso de integracion, es decir la diferencia (x
para la cual se adoptdé un valor de 0,01 durante los calculos presentados anteriormente. Cuando se
repiten los calculos con un paso menor (0,0001) se observa que las curvas practicamente coinciden,

como se ilustra en la Figura 12.
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FIGURA 12. Curva xy generada con la Ecuacion 5 y Ax; = 0,0001.

Sistema etanol (1) — cloroformo (2) a 55 °C.

En el Cuadro 2 se presentan los valores calculados para la composicion del vapor y los errores
con respecto a los valores experimentales. Se observa que la distribucion de los errores
experimentales es de naturaleza aleatoria, pues su promedio es 0,0004 y su desviacion tipica es 0,0006
por lo que el promedio se puede considerar igual a cero. Lo anterior es también evidente al graficar

los errores en la Figura 13 y es una prueba de la consistencia termodinamica de los datos analizados.

0.008 +

0.006 L 4

0.004

L 3

0.002 ® *
R 2

-0.002 .

—
&
-
~
¢

yexp - ycalc
*

-0.004

-0.006

-0.008

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Xq

FIGURA 13. Distribucién de los errores experimentales en este estudio.
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CUADRO 2. Valores calculados de y1 asi como del error experimental

para el sistema etanol (1) — cloroformo (2) a 55 °C.

X1 Yeale (1) error Yeale (2) error
0.0000 0.0000 0.0000
0.0348 0.0558 0.0034

0.057 0.0841 0.0009

0.0963 0.1235 -0.0033

0.1610 0.1640 -0.0057 0.1596 -0.0013
0.2236 0.1812 0.0007
0.2731 0.1993 -0.0003
0.3149 0.2136 0.0007
0.3789 0.2343 0.0018

0.4270 0.2500 -0.0027
0.5206 0.2843 -0.0004
0.6035 0.3242 -0.0002
0.6096 0.3276 0.0004

0.6233 0.3358 0.0001

0.6555 0.3569 0.0012

0.6588 0.3593 0.0000

0.7194 0.4093 -0.0035
0.7799 0.4763 -0.0034
0.8131 0.5228 -0.0023
0.8521 0.5888 0.0077

0.8971 0.6838 0.0039

0.9198 0.7409 0.0058

0.9288 0.7654 0.0044

0.9669 0.8820 0.0018

1.0000 1.0000 0.0000

(1) método hacia adelante — (2) método hacia atras.

Un tema pendiente de andlisis es la relevancia de la correcciéon por no idealidad para la
exactitud de los resultados y la verificacion de la consistencia termodindmica. Cuando se presento la
Ecuacion (4), se coment6 que el primer término del miembro derecho correspondia a la Ecuacion (1),
aplicable cuando el vapor es un gas ideal, y que el segundo término representaba una correccién por
la no idealidad del vapor. Asimismo una correccién adicional era el factor AZ en el miembro

izquierdo.

Al respecto, cabe comentar que en la investigacion original de Raymond (1937) se incluyd un

desarrollo tedrico para calcular la correccion por no idealidad, basado en la ecuacién de Gibbs Duhem,
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y se llega a definir un término R cuya expresion seria la siguiente, usando la notacion empleada en

este trabajo:

_ y1(1—y1) ] d(InP)/dx;

R
(1 —x1) d}’1/dx1

(16)

En la medida que R se aleja de la unidad, la hipdtesis de que el vapor es un gas ideal deja de
ser valida, y el inverso de este valor representaria la correcciéon por no idealidad. Con los calculos
realizados anteriormente es posible determinar los valores de R para el presente caso, los cuales
forman una curva continua y se presentan en la Figura 14. Dichos valores oscilan entre 1,022 y 1,0394
y sus inversos son 0,9785 y 0,9621, lo que representa una correccidon del 2% al 4% con respecto a la
unidad. Observando estos valores se llega a la conclusién de que la correccién por no idealidad es
necesaria para este sistema, la razon mas probable es por el caracter polar y de asociacién de los
compuestos cloroformo y etanol respectivamente, reflejado en los elevados valores de los coeficientes

viriales de los compuestos puros asi como del coeficiente virial cruzado.

1.042

1.04
1.038
1.036
1.034
1.032

1.03
1.028
1.026
1.024
1.022

1.02

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
X;

FIGURA 14. Curva Rx para el sistema etanol (1) — cloroformo (2) a 55 °C.
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IV. CONCLUSIONES

Se desarrolldé en forma completa un método riguroso para el calculo de datos
termodindmicamente consistentes en sistemas binarios isotérmicos, que no requiere de las hipdtesis
simplificadoras que conducen a la ecuacion de coexistencia tradicional, Ecuacion (1), y cuyo resultado

es una ecuacion diferencial para dy;/dx;, la Ecuacién (5).

Se presentd una estrategia secuencial para implementar esta metodologia, aplicable a cualquier
sistema binario, y se demuestra su aplicacién en un sistema no ideal que presenta un azedtropo. Este
método se logré implementar en el programa de calculo Microsoft Excel, el cual facilmente permitié

realizar la integracion hasta con 10000 puntos.

Se demostrd la efectividad del método para predecir las curvas de composicion del vapor,
tanto en forma cualitativa como cuantitativa. De paso se comprobd que los datos de equilibrio
liquido-vapor del sistema etanol (1) — cloroformo (2) a 55 °C reportados por Scatchard y Raymond en

1938 son termodinamicamente consistentes.

Se comprobo la estabilidad y robustez del método propuesto con respecto a las constantes
utilizadas y a los valores iniciales de las derivadas. Por otra parte, se observd la inestabilidad del
método cuando se alcanza un azedtropo de presion maxima y se trata de continuar la integraciéon en el

sentido de la presion decreciente, corroborando lo expuesto por Van Ness en 1970.

Se comprobo la importancia de la correccion por no idealidad expresada por la Ecuacién 5 o

por la Ecuacién 16 en un sistema no ideal como es la mezcla etanol (1) — cloroformo (2) a 55 °C.

El método propuesto se puede adaptar a sistemas binarios isobaricos, siguiendo por ejemplo el

método propuesto por Barner y Adler (1973).

En sistemas multicomponentes se pierde la ventaja de poder obtener una expresion para
dy;/dx; que sea integrable directamente, lo cual ha limitado el uso de esta metodologia con estos
sistemas. Se recomienda en este caso seguir el método iterativo propuesto por Martinez-Ortiz y

Manley (1978), aunque sus ecuaciones son mucho mas complejas.

Un reto pendiente en este campo de estudio es la implementacién de un método sencillo para
aplicar esta metodologia al calculo de datos de equilibrio liquido-vapor de sistemas
multicomponentes, que se pueda implementar facilmente en programas como Microsoft Excel
(usando la opcién Solver) o MathCAD.
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V.  APENDICES
Apéndice A: Deduccion de la ecuacion de coexistencia simple, Ecuacion (1).

La ecuacion de Gibbs-Duhem para la fugacidad es la siguiente a T, P constantes (el que las dos

derivadas sean con respecto a x; es correcto):

dlnf1+x dlnf2=0 (Al)

Se asume que el vapor es un gas ideal y que el liquido es una solucién ideal. A baja presion se cumple

que f; = ¥, P con lo que la ecuacion se convierte en:

dIn(y,P) dIn(y,P)
X1 + Xp =0
dx1 dx1
dIn(y,) dIn(P) dIn(y,) d In(P)
+ + =0
X1 dx1 X dx1 2 dx1 + *2 dx1
x1dy;  xp dP  xpdy, x; dP 0

Vi1 dx1 P dx1 Y2 dx1 P dx1 N
Se cumple que x; =1 —x4,y, = 1 — x5,dy,/dx; = —dy,/dx;

ﬂ% x, dP 1—x1@ 1—x1d_P_

Vi1 dx1 P dx1 1- Y1 dx1 P dx1 B

(xl 1_x1>dy1 x1+1—x1 dP _0
V1 1- Y1 dx1 P dx1 B

0

(x1 —X1Y1— Y1t y1x1>@ + ld_P —
y1(1—=y1) dx; Pdx,

( xl_yl )dyl 1dP_0
y1(1—y1)/dx; Pdx

1dp _ (Y1 —x1) dy,
Pdx; y1(1-yqdx,

(A2)
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Apéndice B: Deduccion de la ecuacion de coexistencia rigurosa, Ecuaciones (4),(5) y (6).
Se parte de la relacién fundamental para un sistema binario:

dG =VdP — SdT — nydu; — nydu, (A3)
En condiciones de equilibrio liquido-vapor y temperatura constante:

dG =0=VdP — (0)dT — nydu, — nydu,

VdP = nidyq +nydu,

Esta es una forma de la ecuacion de Gibbs-Duhem. Se cumple que:

duy = RTd(In f1)

dup = RTd(In f2)

VdP = nqRTd(In f;) + n,RTd(In f3)

La ecuacion anterior es valida tanto para la fase liquida como para la fase gaseosa:

VédP = n¢RTd(In ££) + nSRTd(In £F)

VidP = nkRTd(In f£) + n5RTd(In £f)

En el equilibrio se cumple que:

G L
fi=fi="f
n{-‘=xinL

G

ni =ymn

Con lo anterior a ecuaciones principales se transforman en:
VédP = y,n°RTd(In f;) + y,n°RTd(In f,)
VEdP = x;n'RTd(In f;) + x,n*RTd(In f,)

Reordenamos:

PV dP

GRT P y1d(In f1) + y,d(In f;)
PVL dP

IRT P — x1d(In f;) + x,d(In f3)

6 _ y10%P
(z" -2z )? = (1 —x)d(n f) + (y2 = x2)d(In f)
Los balances de masa en el liquido y el vapor nos permiten eliminar las variables (x;, y;):
2—x) =0 -y) -1 —x) =—-01 —x1)
¢ AP
(z" -2z )? = (y1 —x)d(n f;) = (y1 — x1)d(In )

AZ-d(InP) = (y; —x1) " d(ln% (A4)
2
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Este es el primer resultado importante. Por definicion del coeficiente de fugacidad:

fi = yiﬂip

ylﬂl

AZ -d(InP) = (y; — x1) - d(ln)’zﬂzp

)

AZ-d(InP) = (y1—x)-d(In ) + (1 —x1) d(ln—)

2

AZ-d(InP) = (y1 —x1)[dIny; —dIn(1 = y)] + (1 —x1) d(lngl
2

[

[,

1 1
AZ-d(nP) = (1 — 1) [+ ——|dyy + 01 — 1) - d(in L
Y1 -

— X
2z dnP) =7 4y 4y~ k) din DD
yi(1—y1) 2
Procedemos a derivar con respecto a x;:
d(ln P —x4) d d(In
AZ - ( ) _ 621 1) dyq + (1 —x1) ( Ul/ﬂz) (A5)
dxy y1(1—yq)dx,q dxq

Este es el segundo resultado importante. La derivada del coeficiente de fugacidad se puede escribir

de la siguiente manera (Nagata & Ohta, 1976):

0=n[,/0,

7o~ @) G0+ Gr)

2 =t o0 [ @+ e )
2 v - ()| = 0 [+ () 2
dy, AZ — (y1—x1) (%) d(In P)

= . (A6)
dx, 1 drj dx,
1= x1) <}’1(1 - ¥1) * (d}’1>>

Este es el resultado final que nos permitira calcular o reproducir los datos de la composicién del

vapor.
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Apéndice C - Expresiones para la derivada dy; /dx; en los extremos de x;.

Se partird de la Ecuacion (5):

Z.d(lnP)_ (y1 —x1) @

_ ~d(ln [,/0,)
dxq y1(1 —y1)dx,

dx1

+ (Y1 — x1)

El término relevante es el primer término del miembro derecho, ya que el segundo término se anula

para los valores extremos x; = 0 6 x; = 1. Se procede a desarrollar dicho término de la siguiente

manera:

(1 —x1) dy; 1 1 dy,
—— =01 —x)|—+ -
y1(1—y1)dx, y1i 1—yddx,

=[y1—x1+y1—x1]%
Y1 1—yldx,

X —x41d
B PO 1
yvi 1=y ldx

Cuando x; — 0, y; — 0 se aplica la regla de L’'Hopital y esta expresion se convierte en

dx 0—-01d d

[1——1+—]ﬂ=ﬂ—1 (A7)
dy1 1-0 dx1 dx1

De manera similar, cuando x; — 1, y; = 1, la expresion se convierte en
X 1—x;—(1- d

[1 4 n 1—( }’1)] ayy
Y1 1-y dxq
1 —dx d d

[1_-+ L ]£:1_£ (A8)
1 _d}’1 dx1 dx1

Sustituyendo estos limites en la Ecuacion (5), se obtienen las Ecuaciones (7a) y (7b).
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Apéndice D - Calculo de los valores de dy;/dx; en los extremos

El calculo de los valores de dy; /dx; en los extremos procede asi:

Parax; =0

Z% =1+ B,,P;*/RT

Z% =1+ (-963)(617,84)/(82,06 * 760 * 328,15) = 0,97093
Zt = pstyt/RT

Z' = (617,84)(83,8)/(82,06 * 760 * 328,15) = 0,00253
dy,/dx; =1+ AZ-d(InP)/dx,

dy,/dx; =1+ (0,97093 — 0,00253)(537,22/617,84)
dy;/dx; = 1,842

Parax; =1

Z% =1+ B;,P;*/RT

Z% =1+ (-1523)(279,86)/(82,06 = 760 = 328,15) = 0,97917
zt = pfatyl/RT

Zt = (279,86)(62,8)/(82,06 * 760 * 328,15) = 0,00086
dy,/dx; =1—-AZ-d(InP)/dx,

dy,/dx; =1—(0,97917 — 0,00086)(—796,10/279,86)

dyl/dxl = 3, 782
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