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Resumen’

La nocién de espacio de trabajo matematico esta introducida a partir de ciertas
caracter(sticas que los estudios sobre el trabajo geométrico han permitido formular.
Dos niveles fundamentales estructuran el espacio de trabajo matematico: un nivel
epistemoldgico que se relaciona con el contenido matematico, y un nivel cognitivo
ligado al proceso de visualizacion, de construccién y de prueba. Para articular
estos dos niveles y permitir la realizacién del trabajo matematico, tres génesis
principales son consideradas: una génesis semidtica, una génesis instrumental y,
por Ultimo, una génesis discursiva que transmite el razonamiento.
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Abstract

The notion of mathematical work space is introduced from certain characteris-
tics that studies of geometric work have made possible. Two fundamental levels
structure the space of mathematical work: an epistemological level is related to
mathematical content, and an cognitive level linked to the process of visualization,
construction and testing. To articulate these two levels and allow the realization
of mathematical work, three main genesis are considered: a semiotic genesis, an
instrumental genesis and, finally, a discoursive genesis transmitting reasoning.
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1. Introduccion

La reforma de la ensefianza de las mateméticas iniciada a partir de los afios 70
como reaccion, a la vez, a la reforma de las matematicas modernas y a la ensefanza
cldsica, puso la actividad del alumno en el centro de las preocupaciones del sistema
de ensefianza. Como ya no estaba destinado Unicamente a absorber conocimientos
sino invitado a construirlos y a organizarlos, el alumno adquiria, de una sola vez, un
estatus proximo al del investigador lo que, con justa razon, permitia calificarlo como
matematico en ciernes. Al mismo tiempo, una reflexién mas profunda sobre la naturaleza
del aprendizaje llevaba, de la misma manera, a considerar el trabajo del alumno.

La insistencia en la actividad del alumno ha puesto de relieve dos aspectos a la vez
complementarios y muy diferentes del trabajo del alumno. Por una parte, se trata de
considerar su rol de alumno en el marco escolar con profesores, tareas, evaluaciones
en contexto social. Por otro lado, es importante asequrarse de que un trabajo de
naturaleza matematica es efectivamente producido por el alumno. En este articulo,
nos ocuparemos esencialmente de este sequndo punto y nuestra contribucion tratara
de precisar la nocion de Espacio de Trabajo Matematico (ETM) en la continuidad de
nuestras investigaciones sobre el trabajo geométrico.

Comenzaremos por determinar lo que comprendemos por trabajo matematico, luego
repasaremos ciertos elementos caracteristicos de los Espacios de Trabajo Geométrico
considerando su posible extensién en el marco més general de un Espacio de Trabajo
Matematico. Se trata de una primera colaboracién exploratoria, completada particular-
mente en campos diferentes al geométrico por algunas de las contribuciones de este
trabajo.

2. El trabajo matematico desde una perspectiva didactica

La actividad del matematico como modelo para el trabajo matematico.

Uno de los mayores aportes de la filosofia y de la historia de las matematicas ha sido
dejar de considerar a las matemdticas como una ciencia intemporal y desconectada
de la sociedad que permitié su desarrollo. La introduccién, por Reichenbach (1938)
de los contextos de descubrimiento y de justificacidn puso en evidencia dos facetas
del trabajo del matematico. El primer contexto precisa las condiciones que permiten
el descubrimiento y la elaboracion de los conceptos a partir de la resolucion de los
problemas. El segundo, se asocia a la manera mediante el cual un resultado es pre-
sentado, defendido y justificado en la comunidad del investigador. Para Reichenbach,
el contexto de descubrimiento no concierne necesariamente al puro campo cientifico e
insiste en un acercamiento de naturaleza psicoldgica en la filiacién de ensayos sobre
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la invencién, como el de Hadamard (1908). Sin embargo, de acuerdo a los trabajos
de Lakatos y Kuhn, entre otros, también se puede enriquecer este contexto de des-
cubrimiento, considerdndolo de manera mas socioldgica como un contexto destinado a
favorecer el trabajo de los mateméticos, estos seres humanos que hacen avanzar la
comprension humana de las matemdticas (Thurston, 1995, p. 29).

De manera méds precisa, Giaquinto (2005) distingue varias fases en la actividad global
del matematico: el descubrimiento, la explicacion, la justificacion y las aplicaciones.
En cada una de estas fases, Giaquinto identifica momentos que permiten pasar de
la elaboracién del saber matematico a su difusion mds amplia en la comunidad de
los matemdticos, y cuyos alcances se hardn sentir no solamente entre profesores y
estudiantes. Giaquinto insiste, asimismo, en la necesidad que tiene un investigador de
apropiarse de los descubrimientos de los otros investigadores. En la concepcidn cldsica
de la ensefianza, el alumno estd esencialmente ocupado del trabajo de apropiacion
pero esto ya no tiene sentido si se desea que sea mas activo en la construccion de su
saber.

La obra matematica y su estilo

Definir a las mateméticas a partir de la actividad de los mateméticos obliga a mirar
los resultados de este trabajo para comprender mejor la naturaleza y los contenidos de
las matematicas. Para ello, como sugiere Granger (1963), habré que estudiar la obra,
fruto del trabajo elaborado por los mateméticos. Esta obra es una materializacién de
conceptos abstractos que necesita una codificacion del discurso. Granger llama estilo
a la manera particular de presentar el conocimiento racional sometiéndolo a normas
codificadas que dan a los objetos un sentido determinado. Estas normas contribuyen
a fijar la orientacion del trabajo en la resolucién de problemas. Estas permiten excluir
clertas practicas limitando las posibilidades de interpretacién y, por lo tanto, de explo-
racion del lector o del estudiante. De esta manera, la nocién de “estilo” que utilizamos
no es etérea ni Unicamente retérica. Sin embargo, esta nocién debe ser claramente
diferenciada de ‘“estilo de pensamiento’, introducida por Fleck o Crombie (Hacking,
2002-2003) en el marco de estudios mas generales sobre el pensamiento cientifico.
Para estos autores, el estilo matematico aparece como un estilo cientifico particular
que Hacking precisa gracias a la nocién de “estilo de razonamiento cientifico”, con la
idea de “estilo geométrico” y de “estilo combinatorio”. El estilo matematico se distingue
de esta forma de otros estilos cientificos como el “estilo experimental del laboratorio”.
De hecho, mds adelante veremos que la nocion de paradigma nos ahorra la referencia
a los estilos de pensamiento.

Los objetos y los resultados producidos por el trabajo matematico se distribuyen en
dominios que estructuran la investigacién en matemdticas y permiten dar cuenta de la
diversidad de la actividad matematica.

2.1.  Dominios matematicos

La diferenciacion de los dominios matemdticos estd ligada a la naturaleza de los
objetos estudiados (Montoya Delgadillo & Vivier, 2014) pero es fundamental conocer
los principios epistemoldgicos de estas diferencias. Para responder a esta cuestidn, en el
caso de la geometria (Kuzniak, 2006), conservamos la idea de problema epistemoldgico
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desarrollado por Desanti (1975). Estos problemas estdn definidos como problemas que
surgen al interior de las ciencias y que no pueden ser resueltos al interior del sistema
formado por estas mismas ciencias. Al apoyarse en estos trabajos sobre los principios
del andlisis, Desanti distingue asi varios niveles de problemas. Estos niveles dependen
de su relacidn mas o menos estrecha con el objeto mismo de la teor(a. En el caso de
la geometria elemental considerada como la ciencia del espacio, el primer problema
que se debe considerar es justamente la relacidn de la geometria con el espacio. Otro
tipo de problemas mds abstractos, de sequndo nivel, tiene por objeto la naturaleza de
los objetos y las relaciones entre los constituyentes del modelo matemético; asimismo,
también tiene por objeto su optimizacion y su coherencia formal. Desde una perspectiva
didactica de la geometria, estos dos tipos de problemas remiten a un arreglo de la
geometria que se ensefia, vista como el modelo del espacio, o bien, como un ejemplo
de sistema deductivo completo.

Para ceiirnos a los temas mds trabajados en didactica de las matematicas, ademas
de la geometria aparecen otros dominios: aritmética, dlgebra, analisis, probabilidad y
estadistica. Cada uno de estos dominios estara ligado a temas no matemdticos como la
enumeracion, la simbolizacién, la generalizacion, la variacion, el azar, la decision. Esta
lista no es exhaustiva pero muestra la complejidad y la heterogeneidad de los objetos
en juego cuando existe una preocupacion por el trabajo matemédtico en general.

El enfoque a través de paradigmas

Los dominios mateméticos se constituyen mediante los concursos de agregacién® y la
organizacién de los conocimientos y, como lo sefiala Brousseau (2002), esta organizacién
no corresponderd necesariamente a lo que se pondrd en prdctica en la ensefianza. Un
dominio matematico va a ser objeto de diferentes interpretaciones cuando sea objeto de
una transposicion diddctica para ser ensefiado, y estas interpretaciones, dependeran
también de las instituciones escolares. El caso de la geometria muestra que no es
posible utilizar de manera univoca el término “geometria” dado que esta palabra reviste
diferentes significados que dependen, a la vez, de la evolucion de las mateméticas y de
las instituciones escolares. Para tomar en cuenta esta diversidad de puntos de vista,
hemos introducido, en el dmbito de la diddctica de la geometria, un enfoque a través
de paradigmas.

La idea de paradigma geométrico esta inspirada de la nocién de paradigma introducida
por Kuhn (1962) en su trabajo sobre la estructura de las revoluciones cientificas. Un
paradigma designard para nosotros el conjunto de creencias, técnicas y valores que
comparte un grupo cientifico. El acceso al paradigma se hard mediante el acercamiento
a obras de matematicos y, por lo tanto, a su estilo, y pasard por la resolucidn de un
cierto nimero de problemas caracteristicos que Kuhn califica de ejemplares.

Trabajo matematico y resolucion de problemas.

La resolucidn de los problemas ocupa un lugar esencial en el trabajo de los mateméticos
y también en la ensefianza de las matematicas. A través de los problemas, los alumnos y
los estudiantes van a poner en practica saberes y técnicas dependientes del paradigma

* La agrégation hace referencia a un concurso en el que se miden las habilidades para saber si una
persona es apta para obtener un puesto de profesor. La agrégation también es el titulo y la admision a la
escuela, después de haber pasado las pruebas.
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utilizado. Es esencial observar las tareas requeridas que permiten, al mismo tiempo,
describir el trabajo desde un punto de vista matematico pero también desde un punto
de vista didéctico.

La nocién de tarea se ha impuesto en didactica de las matemadticas y para nosotros,
se le puede considerar a través de dos enfoques complementarios : el enfoque de las
praxeologias (Chevallard, 1999) y el enfoque de la doble aproximacién, ergondmica
y didactica (Robert, 2008; Robert & Rogalski, 2002). En el primer caso, un estudio
especifico de los tipos de tareas, con su conjunto de técnicas y de saberes teéricos,
que permite desentrafar la estructuracion del dominio matematico. El sequndo, se
interesa mas en la separacidn entre lo que se espera del alumno y lo que realiza
efectivamente; este enfoque necesita una observacion de las practicas geométricas y
matemdticas propuestas en el marco escolar, pero también, en los marcos profesional
y cotidiano si se espera ajustarse al uso de las mateméticas en la sociedad.

3. La nocidon de espacio de trabajo en el marco de la
didactica de la geometria

Para avanzar hacia la nocidn general de Espacio de Trabajo Matemético, nos apoyare-
mos en nuestras investigaciones en diddctica de la geometria que nos han conducido a
introducir los Espacios de Trabajo Geométrico (ETG). Hemos llamado espacio de trabajo
geométrico a un ambiente organizado para permitir el trabajo de las personas que re-
suelven problemas geométricos. Estos individuos podran ser, seqgtin el caso, un experto
ideal (el matematico profesional), un profesor, o bien, un estudiante. Los problemas no
son parte del espacio de trabajo pero son su razén de ser y su catalizador. Son la razén
de ser porque el ETG debe ser un medio para tratar y resolver los problemas. Son un
catalizador porque van a permitir la estructuracion tanto institucional como personal
del ETG tal como lo concebimos.

Los arquitectos definen los espacios de trabajo como lugares que hay que construir
para que el utilizador pueda ejercer mejor su trabajo (Lautier, 1999). Para facilitar la
concepcién de un espacio de trabajo, Lautier propone pensarlo bajo tres grandes ejes:
un dispositivo material, una organizacion a cargo del disefiador del espacio y, por
ultimo, una representacién que toma en cuenta la manera en la que los utilizadores
integran este espacio. No se trata naturalmente de retomar sin modificacién esta es-
tructura orientada hacia el trabajo productivo, sino que nos parece necesario tener en
cuenta estas diferentes dimensiones, algunas materiales y otras a la vez mentales e
intelectuales.

El nivel de las componentes y su génesis epistemoldgica

Para definir el espacio de trabajo geométrico, hemos introducido tres componentes
caracteristicas de la actividad geométrica en su dimensién puramente matematica.
Estas tres componentes en interaccion, en un contexto dado, son las siguientes:

1. Un espacio real y local como soporte material con un conjunto de objetos con-
cretos y tangibles.
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2. Un conjunto de artefactos como instrumentos de dibujo o programas informaticos.

3. Un sistema tedrico de referencia basado en definiciones y propiedades.

Estas componentes no estan yuxtapuestas, mas aun, deben estar organizadas con un
objetivo determinado que dependera del dominio matematico en su dimension episte-
moldgica, de aht la apelacion “plano epistemoldgico” que daremos a este primer nivel.
En nuestro marco tedrico, la nocidn de paradigma orienta y estructura la organizacién
de este primer nivel. El paradigma de referencia permite interpretar los contenidos de
las componentes que, a su vez, mediante sus diferentes funciones, participan en la es-
pecificidad de los diversos paradigmas. Para una comunidad de individuos, el hecho de
ponerse de acuerdo sobre un paradigma dado para formular problemas y organizar sus
soluciones privilegiando ciertas herramientas o ciertas formas de pensamiento desem-
bocard en lo que convenimos en llamar el ETG de referencia. Para conocer este ETG
de referencia, serd necesario desentrafiar estas maneras de hacer y ver describiendo
particularmente el estilo de trabajo geométrico con sus reglas de discurso, tratamiento
y presentacion. También habra que hacer explicito el marco tedrico matematico que
funda esta referencia. Este marco estd cada vez menos visible en la ensefianza actual,
particularmente desde la aparicion de los programas informéticos, pero también co-
mo consecuencia de la falta de vigilancia epistemoldgica que la comunidad cientifica
matemdtica ha dejado de asegurar.

El nivel cognitivo

La geometria que se ensefia no es un corpus desprovisto de propiedades y de objetos
reducidos a significantes manipulables mediante sistemas formales; ella es, de entrada
y principalmente, una actividad humana. De esta manera, es esencial comprender cdmo
las comunidades de individuos, as{ como individuos particulares, utilizan y se apropian
de los conocimientos geométricos en su practica de la disciplina. Ello nos conduce a
introducir un segundo nivel centrado en la articulacién cognitiva de las componentes
del ETC.

La apertura hacia el ambito cognitivo que proponemos se hara en relacion estrecha
con el nivel epistemoldgico y las componentes que hemos introducido. Para hacerlo,
nos hemos apoyado en los trabajos de Gonseth (1945-1952) y de Duval (1995). De este
ultimo, hemos adoptado la idea de tres procesos cognitivos implicados en la actividad
geométrica.

1. Un proceso de visualizacién en relacidn con la representacidn del espacio y el
soporte material.

2. Un proceso de construccién determinado por los instrumentos utilizados (regla,
compas, etc.) y las configuraciones geométricas.

3. Un proceso discursivo que produce argumentaciones y pruebas.

Consideramos a Gonseth la idea de concebir la geometria como una sintesis entre
diferentes modos de conocimiento del espacio sobre los que el sujeto podrd apoyarse
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en un momento dado: la intuicidn, la experiencia y la deduccién (Houdement & Kuzniak,
1999).

El espacio real estard mas particularmente ligado a la visualizacién mediante la intui-
cion; los artefactos a la construccidn a través de la experiencia; el modelo tedrico a la
nocién de prueba gracias a la deduccién. Ello nos conduce a una primera organizacién
que esquematizaremos ast:

Visualizacion ¢ »| Prucha

Construceion

Plano cognitivo 4+

intuicion

ETPETIENCIQ

4
Espacio real con figuras |

\ A

Artefactos

Referencial

Plano epistemolégico

Figura 1. El espacio de trabajo geométrico.

4. Describir y construir el Espacio de Trabajo Geométrico

Diferentes tipos de ETG

En una institucidn escolar, la resolucién de un problema geométrico supone que un
ETG, que calificaremos de iddneo, ha podido ser organizado para permitir a un alumno
comprometerse en la resolucion del problema. Este ETG idoneo debe necesariamente
cumplir dos condiciones. Por una parte, debe permitir trabajar en el paradigma geo-
métrico correspondiente a la problemética escogida. Por otro lado, debe estar bien
construido en el sentido en que sus diferentes componentes estén organizadas de ma-
nera vélida. Su utilizador-disefiador es un experto ideal, que juega un rol parecido
al del arquitecto, quien concibe un espacio de trabhajo para utilizadores potenciales.
Cuando un problema es presentado, no a un experto ideal sino a un individuo real (el
alumno, el estudiante o el profesor), el tratamiento del problema se efectuara en lo que
hemos llamado un ETG personal. El trabajo matematico en un marco escolar puede ser
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descrito gracias a tres tipos de ETG. La geometria que la institucidn tiene en mente,
estd descrita en los ETG de referencia. Estos Ultimos, deben ser acondicionados en
ETG idéneo para permitir un arreglo en las clases, donde cada alumno trabaja en su
ETG personal.

Las diferentes génesis del espacio de trabajo geométrico personal.

La apropiacién del trabajo geométrico se hace gradualmente y pasa por el arreglo
progresivo de un ETC. La génesis global del ETG supone un conjunto de génesis que
no son independientes y que estan en relacién con las componentes del espacio de
trabajo geométrico o ciertos procesos cognitivos indispensables a su funcionamiento.
La activacion y el control de estas génesis pueden estar concebidos al nivel de los
profesores (nivel idoneo) o a un nivel inicial (nivel de referencia). Vamos a examinar
algunos puntos de vista posibles en el trabajo geométrico, precisando a cada vez las
génesis que aquellos ponen en juego.

1. El punto de vista perceptivo o la cuestién de la visualizacién: génesis figural.

Recientemente, la cuestion de la visualizacion ha vuelto al primer plano de las preocu-
paciones en matematicas y en didactica. Esto se produce —después de cémo conoce—
como un largo periodo de ostracismo y eliminacién a causa de la suspicacia. En efecto,
en el siglo XIX, los casos excepcionales que habian sido pasados por alto llegaron
a ser objetos de estudio y contraejemplos para el arreglo de teorias generales. Esta
aparicion de los “monstruos” en el horizonte matematico condujo a cuestionar la gran
evidencia aportada por las imagenes, particularmente en el caso del anédlisis. Desde el
inicio del siglo XX, una reconsideracion de la perspectiva del rol de las imdgenes se
manifestd en ciertos dominios mateméticos y, por ejemplo, algunas curvas pudieron ser
introducidas para comprender de manera geométrica ciertos teoremas de apariencia
extraia, como por ejemplo, el hecho de que una funcién pudiera ser siempre continua
sy no ser derivable en ningtn punto. En la actualidad, gracias a las herramientas in-
formédticas y a los videos, la nocion de prueba puede ser articulada rapidamente a la
visualizacion. En efecto, existen enfoques diddcticos que insisten sobre la puesta en
practica de este tipo de pruebas, mediante la imagen, basadas en elementos visuales
sin ninglin comentario.

La geometria que se ensefia en la escuela obligatoria, las figuras son los soportes
visuales privilegiados del trabajo geométrico, lo que nos ha conducido, de manera un
poco restrictiva, a introducir le génesis figural en el marco de los ETG para describir el
proceso semidtico que estd asociado al pensamiento visual y que se opera en geometria.

2. El punto de vista experimental y el lugar de los artefactos: génesis instrumental.

La mirada sobre los instrumentos tradicionales de construccién y de medida depende
del paradigma en juego y, de manera clasica, estos instrumentos permitian esencial-
mente verificar o ilustrar las propiedades de los objetos estudiados. La llegada de las
herramientas informaticas, proporcioné nuevos brios a la cuestion del lugar de los ins-
trumentos en la actividad matematica; al facilitar su empleo y al ofrecer la posibilidad
de realizar pruebas dinamicas. Este aspecto esta ligado a la cuestion de la prueba
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evocada en el parrafo precedente, aunque se afade una dimensién procedimental que
aumenta alin mas la fuerza de la prueba mediante imdgenes animadas cuando el Gni-
co recurso a la percepcion estatica era insuficiente para convencer. De esta manera,
pequeios filmes muestran cortes para efectuar pruebas del Teorema de Pitagoras o
permiten la realizacién de experimentos muy complejos sin la herramienta informatica,
como el giro de una esfera. En una practica dindmica, esta puesta crea un “discurso”
explicativo, complementario del texto escrito, que por mucho tiempo fue lo privilegiado
—al menos— en la tradicidon occidental.

La génesis instrumental resposa sobre herramientas cuyo uso no es transparente ni
inmediato. Este uso necesita un cierto nimero de procesos que fueron descritos en el
enfoque instrumental (Artigue, 2002).

3. El punto de vista probatorio o la cuestion de la inferencia y del lenguaje: génesis
discursiva del razonamiento.

El proceso de geometrizacién que asocia formas geométricas a los conceptos mate-
maticos estd en el corazén del acto de comprensién de las matematicas (Thom, 1995)
y hemos visto la fuerza de ciertas imdgenes o de ciertos experimentos para adquirir
o reforzar la certidumbre acerca de la validez de un resultado anunciado. Sin embar-
go, (como asegurarse de que un estudiante ha comprendido la ldgica de una prueba
cuando no estd expresada con palabras y descansa sobre recomposiciones de image-
nes que pueden no ser mas que ilusiones? Un discurso de explicitacidn es necesario
y llega a ser indispensable para argumentar y para convencer. La articulacidn entre
visualizacidn y razonamiento supone la creacién de espacios de trabajo geométrico en
donde el razonamiento se apoya de manera explicita en diagramas, en una especie de
razonamiento diagramatico en el que imagen y discurso se apoyarian uno en el otro
(Miller, 2007).

Inevitablemente, la naturaleza y la importancia de las formulaciones escritas difieren
de un paradigma a otro y, en los enfoques mds axiomaticos, es posible afirmar que
un objeto matemédtico no existe mas que en y mediante su definicion. Ello no es, por
supuesto, tan nitido en el enfoque empirista en donde los objetos mateméticos se
constituyen a partir de una frecuentacién de algunos objetos mds o menos prototipicos.

¢Cual sintesis geométrica?

Diferentes enfoque del trabajo geométrico existirdn en funcién de las génesis privile-
gladas y podran inducir sintesis geométricas diferentes en relacion con los paradigmas
geométricos, pero también, con las elecciones didacticas de los profesores y las com-
petencias de los alumnos. Uno de nuestros temas de investigacién es la descripcién
y la caracterizacion de los diferentes ETC que estos puntos de vista producen en la
geometria. Duval (2005) ha propuesto un enfoque metafdrico que confirma nuestras
preocupaciones utilizando enfoques que él identifica como los del botanico, topdgrafo,
constructor y del inventor-bricoleur’.

> El verbo bricoleur es intraducible. Hace referencia a los pequefios trabajos para reparaciones que se
realizan en casa como trabajos de plomeria, carpinteria, mecdnica, etc. Desde esta perspectiva, este ensayo
quiere hacer notar el cardcter multifacético del inventor.
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Apoyéndonos en nuestro marco tedrico, hemos descrito trayectorias de estudiantes en
el marco de una ensefanza usando programas informaticos (Chacon & Kuzniak, 2014).
Estas trayectorias, pueden ser visualizadas gracias al diagrama siguiente que resume
nuestra concepcion evolutiva y genética del ETC.
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\ v

Artefactos

Plano epistemolégico

Figura 2. El espacio de trabajo geométrico y sus génesis.

5. Fundamentos del Espacio de Trabajo Matematico

Planos epistemoldgico y cognitivo.

Las investigaciones iniciadas en otros dominios mateméaticos y presentadas, algunas
de ellas, en este trabajo, incitan a una reflexidon sobre lo que podria ser un Espacio
de Trabajo Matemético sin determinarlo explicitamente. En esta parte, introduciremos
elementos sobre la transposicion, en el trabajo matematico general, de la estructura
particular utilizada para los ETG.

Para iniciar, la definicidn misma de los ETG estd asociada a las particularidades de la
geometria. Ciertos elementos del ETG que se relacionan con el espacio y con la figura
no parecen poder generalizarse en los otros dominios como las probabilidades o el
andlisis, donde lo que estd en juego tiene que ver con el azar o la decision, o bien, con
la variacion, la continuidad o el infinito. Es necesario comprender, que la propuesta
de estructuracion del ETM procedente pasa obligatoriamente por una creacion de
instancias al interior de un dominio matematico determinado. En otras palabras, més
que la nocidon general de ETM, todo estudio didactico supone la descripcién de un
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Espacio de Trabajo para el dominio en cuestion. El marco de los ETM se presenta
como una envoltura metodoldgica sobre la que sera posible apoyarse para desarrollar
nuevos Espacios de Trabajo en dominios especificos.

A partir, de nuestro estudio de los ETG, conservamos la idea de articular, en el es-
pacio de trabajo, dos niveles (o planos): uno de naturaleza epistemoldgica; en relacién
estrecha con los contenidos matematicos del campo estudiado, y otro, de naturaleza
cognitiva. El trabajo matemdtico es el resultado de un proceso progresivo de génesis
que permitirdn una articulacion interna con los planos epistemoldgico y cognitivo, ast
como la articulacién entre estos dos niveles.

La componente semiotica

Si los artefactos y el elemento referencial tedrico quedan como dos componentes de
base de todo plano epistemoldgico asociado a un campo matemdtico particular, la
componente ligada al espacio y a las configuraciones geométricas debe ser modificada.
En el caso de los ETG, esta componente esta estrechamente asociada a la forma visible
y concreta de los objetos propios de la geometria. Para extender esta componente a
otros dominios matematicos y, de acuerdo con una concepcién de las matematicas
fundadas sobre representaciones semidticas, creemos pertinente introducir una nocion
de signo o representamenen el sentido de Pierce. Recordemos (Eco, 1988) que el
representamen o signo es una cosa que representa otra cosa: su objeto. El interés de
la idea de representamen es que puede estar relacionado con el objeto bajo formas
mas o menos abstractas: iconos, indicios y simbolos. “Un signo remite a su objeto de
manera iconica cuando evoca su objeto en virtud de su semejanza pero también gracias
al hecho de que sus propiedades intrinsecas corresponden, de una cierta manera, a
las propiedades del objeto” (Ibid, 1988, p. 63). El signo remite a su objeto con base
en indicios cuando mantiene una relacidn fisica con el objeto que representa, como
un golpe a la puerta es el indicio de una visita, o el sintoma de una enfermedad es
el indicio de esta enfermedad. Un signo es un simbolo cuando remite a su objeto en
virtud de reglas. Estas pueden haber sido formuladas a priori, por convencién, o haberse
constituido a posteriori, por frecuentacién y habito cultural.

El nivel simbdlico concierne generalmente a las mateméticas, pero en el aprendizaje
y en una concepcién empirica de las matematicas, ciertos signos pueden tener una
significacién de tipo icénico o con base en indicios. Este es el caso, por ejemplo, de
las figuras en geometria o de los dados en probabilidad. Por otra parte, estos sig-
nos se constituirdn en registros de representacion semidtica para permitir un trabajo
que podré calificarse de matemético. En este proceso, los signos pueden adquirir sig-
nificaciones diferentes en funcién del nivel de su utilizador como en el caso de las
formulas algebraicas que sintetizan las relaciones entre objetos y toman un sentido
iconico para el utilizador experto. Estos diferentes niveles de relaciones con el obje-
to remiten a distinciones entre los paradigmas utilizados: empirico, protoaxiomatico o
formal axiomatico, como es el caso de la geometria.

Un punto de vista genético sobre el trabajo matematico

Para describir el nivel cognitivo del ETM, aceptaremos un proceso cognitivo en re-
lacion con la importancia que concedemos a los signos y a las representaciones en
la constitucion del trabajo matemético. Si podemos claramente conservar las nociones
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de prueba y de construccidn, el proceso de visualizacién necesita una reinterpretacion
fundamental para encontrar su lugar en el ETM. Este debe estar asociado a esquemas
y operaciones de uso sobre los signos, de los que nada prueba a priorique tengan
que ver con la visualizacion, incluso dentro de una concepcién extendida de ésta. En
un primer enfoque de la cuestidn, proponemos el diagrama siguiente para describir
nuestra concepcion del ETM.

Plano cognitivo +

genesis semiotica

genesis instrumental

4

Representamen |- | Referencial

Artefactos
Plano epistemolégico

Figura 3: El Espacio de Trabajo Matematico y sus génesis.

Hemos introducido la idea de una génesis semidtica asociada a las representaciones
de los objetos matematicos. Conservamos el término de visualizacién que deberd estar
estrechamente asociado a la intuicién y a los esquemas operatorios sobre los signos
y las representaciones.

6. Conclusion: Hacia un estudio de los Espacios de Trabajo Matematico

Nuestra presentacién de la nocion de Espacio de Trabajo Matematico (ETM) a partir
de diferentes génesis apuntaba a definirlo mejor y también a precisar el alcance exacto
en el dmbito de la didactica de las matematicas.

Una primer fundamento, interno a nuestros trabajos en diddctica, concierne al paso de la
nocién inicial de ETG circunscrita a la geometria a aquélla mas general de ETM. Acerca
de la nocién central de trabajo, el ETG articula las nociones de trabajo geométrico y
de espacio de trabajo. Por un lado, la primera se asocia a las especificidades inducidas
sobre el trabajo por los contenidos, y la sequnda define la estructura de acogimiento
que permite este trabajo particular. Gracias al espacio de trabajo es posible introducir
tres miradas sobre el trabajo matematico que se apoyaran en el dispositivo material
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con sus constituyentes, la organizacidn de este espacio por sus disenadores y las
representaciones que los utilizadores se hacen de éL.

Los planos epistemoldgico y cognitivo estructuraran el ETM en dos niveles y ayudardn
a comprender el juego que existe en el seno del ETM.

1. El plano epistemoldgico permite estructurar la organizacion matematica del ETM
déndole un sentido que, en el caso de la geometria, los paradigmas geométricos
ayudan a definir.

2. El plano cognitivo estructura el espacio de trabajo cuando se da a utilizar por
un individuo genérico o particular. El ejemplo de la geometria ain llama la
atencion sobre ciertos procesos cognitivos como la visualizacidn, la construcciéon
y el razonamiento discursivo que ya mostraron su importancia en el marco de
los ETC.

Asimismo, surge la pregunta jcomo articular de manera operatoria los dos planos
epistemoldgicos y cognitivos con el fin de realizar el trabajo matematico esperado? Es
por ello, que nos parece posible introducir tres génesis fundamentales estrechamente
ligadas al marco tedrico desarrollado.

a. Una génesis instrumental que permite hacer operatorios los artefactos en el
proceso constructivo.

b. Una génesis semiética basada en los registros de representacién semidticos que
asegura a los objetos tangibles del ETM su estatus de objetos mateméticos
operatorios.

c¢. Una génesis discursiva de la prueba que dara un sentido a las propiedades para
ponerlas al servicio del razonamiento matemético.

La profundizacién de la estructura de los ETM pasa por estudios puntuales, tales como
los que hemos realizados en geometria. Este estudio sistematico de los ETM deberia
poder apoyarse sobre diferentes herramientas que han sido utilizadas en el marco de
los ETG. Estas herramientas deben particularmente permitir:

i. La descripcidn y la diferenciacion de los diferentes ETM, esto es, ETM de refe-
rencia, ETM idoneo o ETM personal.

ii. La descripcion y el desarrollo de las diferentes génesis en el trabajo en la
elaboracidn del trabajo matemético.

ii.. Tomar en cuenta la influencia del contexto social y las interacciones sobre la
constitucién y la evolucién de los ETM.

Por otra parte, cabe sefialar, que existen cambios de dominio (Montoya Delgadillo &
Vivier, 2014) en el trabajo matemdtico, y un dominio matematico es poco frecuente
se desarrolle aislado de otro dominio, por mds avanzado que este resulte ser. En la
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actualidad, trabajos concernientes al desarrollo del ETM en el dominio de las probabi-
lidades y del anélisis estdn en curso. Por este Ultimo, se puede ver el sitio del proyecto
ECOS-Sud  http://www.irem.univ-paris-diderot.fr/ ecosetma/Ecos/accueil-esp).
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