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Resumen

En la conferencia expondremos reflexiones y experiencias didacticas sobre la crea-
cion de problemas como parte de la ensefianza y aprendizaje de las matemdticas
y de la investigacion en educacion matemdtica. (Por qué aprender y ensefar
matematicas resolviendo sélo problemas que otros crearon? Examinar y resolver
problemas creados individual o grupalmente dinamiza y potencia los procesos de
enseianza y aprendizaje y estimula el desarrollo del pensamiento matematico. Ex-
plicaremos nuestra estrategia para estimular el desarrollo de la capacidad de crear
problemas en los profesores de mateméticas, aplicada en talleres con profesores
en formacion y en ejercicio con temas de geometria, teoria de nimeros, algebra,
anélisis y optimizacion.
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Abstract

In this paper reflections and teaching experiences on problem posing as part of
the teaching and learning of Mathematics and research in mathematics Education
will be presented. Why learn and teach Mathematics solving only problems that
others have posed? Examining and solving problems created individually or in
groups hoosts the teaching and learning process, and stimulates the development
of mathematical thinking. A strategy for stimulating the development of the capac-
ity of Mathematics teachers to create problems will be presented with examples
from workshops for future and in-service teachers. Areas included are Geometry,
Number Theory, Algebra, Analysis and Optimization.
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1 Este trabajo corresponde a una conferencia paralela dictada en la XIV CIAEM, celebrada en Tuxtla
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1. Introduccion

Algunas investigaciones sobre resolucién de problemas y su estrecha vinculacién con
los procesos de creacién de problemas han conducido a nuevas investigaciones sobre
las ventajas de incorporar la creacion de problemas en programas de formacion de
profesores, tanto en la formacién inicial como en la formacién continua (Ellerton, 2013;
Ticha and HoSpesova, 2013; Malaspina, Gaita, Flores & Font, 2012; Malaspina, 2013a).
Estamos totalmente de acuerdo con Ellerton (2013) cuando ella afirma que: “For too
long, successful problem solving has been lauded as the goal; the time has come for
problem posing to be given a prominent but natural place in mathematics curricula
and classrooms” 3(pp. 100-101). Consideramos esencial que los profesores desarrollen
su capacidad de crear problemas, pues as( podrdn no solo crearlos para proponer a
sus alumnos problemas que respondan a la realidad y las motivaciones de ellos, sino
que podran también estimular a que sus alumnos aprendan creando, resolviendo y
reflexionando problemas creados por ellos mismos.

Como hemos mencionado en articulos anteriores (Malaspina, 2013a, 2013b), conside-
ramos que se crean problemas de matematicas por variacion de un problema dado o
por elaboracion de un problema, ya sea ante una situacién concreta o por un pedido
especifico, de cardcter matemdtico o diddctico. Por nuestras experiencias diddcticas
desarrolladas con profesores en formacion y en ejercicio, consideramos que una buena
manera de iniciarse en la creacion de problemas es haciéndolo por variacién de pro-
blemas dados y en esta linea de pensamiento, hemos disefado y experimentado una
estrategia de cinco fases, con el propésito de desarrollar en los futuros profesores y en
los profesores en servicio, capacidades de creacién de problemas de mateméticas me-
diante variacién de problemas dados y ast contribuir al desarrollo de sus competencias
didacticas y matematicas y fortalecer la interrelacion entre la creacion y la resolucion
de problemas (Malaspina, Mallart, & Font, 2014).

2. Aprendizaje y creacion de problemas

La creacién de problemas debe formar parte esencial en los procesos de aprendizaje
de las mateméticas en todos los niveles educativos. Reconocidos investigadores se han
manifestado en este sentido (Kilpatrick, 1987; NCTM, 1991; Singer and Voica, 2013). A
la afirmacién de Ellerton (2013) mencionada en la introduccién, nos parece pertinente
afadir una cita textual de Bonotto (2013):

The problem-posing process represents one of the forms of authentic mathematical
inquiry which, if suitably implemented in classroom activities, has the potential to
reach well beyond the limitations of word problems, at least as they are typically
used. We believe that at school it is important to use different types of school
activities in order to promote the different potentials of students and to stimulate

3Durante demasiado tiempo, la resolucién exitosa de problemas se ha alabado como la meta; ha llegado
el momento de dar a la creacién de problemas un lugar prominente pero natural en los planes de estudio y
en las clases de mateméticas. (Traduccion personal.)
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greater mental flexibility. Therefore problem posing is just one of the possible ways
to achieve these broader goals. (p 53).

Por otra parte, consideramos que en varios enfoques didacticos contempordneos estd
implicito este punto de vista, en relacién a la creacién de problemas.

Brousseau (1980), en su teorla de situaciones diddcticas, nos dice que aprender un
conocimiento es reconstruirlo y que el objeto final del aprendizaje es que el alumno
pueda hacer funcionar el saber en situaciones en las que el profesor no estd presente.
Ciertamente, crear problemas forma parte de la reconstruccidon de conocimientos y per-
mite ir mds alla de la resolucién de problemas entregados por el profesor o contenidos
en un texto.

Chevallard, Bosch y Gascon (2005), en la teoria antropoldgica de lo didactico, nos dicen
que ensefar y aprender matematicas corresponde a la actividad de reconstruir orga-
nizaciones matemdticas para poderlas utilizar en nuevas situaciones y bajo distintas
condiciones. En ese sentido, crear problemas forma parte de la reconstruccion de orga-
nizaciones matematicas, en las que se consideran tipos de problemas y a éstos como
parte del “saber-hacer” matematico.

En la afirmacién que hacen Font, Planas y Godino (2010), en el marco del enfoque
ontosemidtico de la cognicion e instruccidn matematica, que el aprendizaje de las
matemdticas consiste en aprender a realizar una prdctica operativa (de lectura y pro-
duccién de textos) y, sobre todo, una préctica discursiva (de reflexién sobre la préctica
operativa) que puede ser reconocida como matematica por un interlocutor experto, en-
contramos que implicitamente consideran la creacion de problemas como parte de la
practica operativa y discursiva, pues la creacion de problemas conlleva la produccion
de textos y la reflexién sobre la practica operativa, al hacer variaciones a problemas
trabajados o elaborar nuevos problemas a partir de situaciones concretas.

Asi, consideramos que el proceso de aprendizaje de las matematicas debe ser dinami-
zado con secuencias de problemas; soluciones o aproximaciones a las soluciones de los
problemas; preguntas y respuestas; conjeturas, demostracion, refutacion y afinamiento
de conjeturas; identificacion de problemas; creacion de problemas; soluciones o apro-
ximaciones a las soluciones de los problemas creados; variaciones de los problemas
creados; y comprension — con una mirada global — de lo resuelto, de lo conjeturado, de
los métodos usados y del contexto matemdtico. En esta dinamizacién — no necesaria-
mente lineal — juega papel muy importante el profesor, que obviamente requiere tener
competencias matematicas y didacticas para estimular a los alumnos en cada etapa;
en particular en lo que se refiere a creacion de problemas, que es un aspecto en el que
usualmente se pone poco énfasis en todos los niveles educativos. No se tiene en cuenta
la estrecha relacion que hay entre los aspectos formativos de la creacién de proble-
mas y algunos desafios fundamentales que los ciudadanos, técnicos y profesionales
tenemos que afrontar en la vida cotidiana, como identificar problemas, plantear(se) las
preguntas adecuadas, seleccionar convenientemente la informacién, hacer propuestas
innovadoras, buscar soluciones éptimas y replantear los problemas (Malaspina, 2013a).
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3. Una estrategia para estimular el desarrollo de competencias
docentes mediante la creacion de problemas

Muchas de las tareas que se proponen para desarrollar y evaluar las competencias
matemdticas de los estudiantes se basan en problemas de matematicas. Esta es una
razén mds para que los profesores no sélo sean buenos resolviendo problemas, sino que
tengan capacidades de seleccionarlos, modificarlos y crearlos con propdsitos didacticos.

Los profesores requieren también evaluar criticamente la calidad de una actividad ma-
temdtica en torno a la solucién de un problema propuesto y tener la capacidad de
modificarlo adecuadamente para posibilitar actividades matematicas mds enriquecedo-
ras.

De acuerdo con Giménez, Font y Vanegas (2013) y con Rubio (2012), entendemos
la competencia de analisis didactico como la habilidad de disefar, aplicar y evaluar
secuencias de aprendizaje usando herramientas de andlisis diddctico y criterios de
calidad. En la formacién de profesores, esta competencia debe desarrollarse mediante
la propuesta de tareas, a los futuros profesores y a los que estdn en servicio, que
requieran de ellos el ejercicio del andlisis diddctico. Una de tales tareas es crear
problemas y examinarlos didacticamente.

Con el propdsito de brindar ocasiones de trabajo y reflexion individual y grupal en la
creacion de problemas de mateméticas, partiendo de un problema dado, disefiamos la
estrategia que describimos a continuacién, en cinco fases, a desarrollarse en talleres
de creacién de problemas:

Fase 1: Informacion basica

Una presentacion breve sobre lo que significa creacion de problemas, considerando que
los problemas tienen cuatro elementos basicos: Informacion, Requerimiento, Contexto y
Entorno matemdtico (Malaspina, 2013a, Malaspina & Vallejo, 2014) y que puede crearse
un nuevo problema, a partir de un problema dado, modificando creativamente uno o mds
de estos elementos. Se muestra algunos ejemplos de problemas creados por profesores
— en formacidn o en ejercicio — en talleres anteriores. Se enfatiza la importancia de
crear problemas que favorezcan el aprendizaje y el pensamiento matematico. Se hace
notar que una vez desarrollada esta capacidad, cada profesor puede crear problemas
especificos para un nivel académico concreto y de acuerdo a lo que se proponga
estimular o desarrollar en sus clases.

Fase 2: Un episodio en clase

Se presenta a los participantes del taller un problema previamente elaborado, en el
marco de un episodio muy concreto en la clase de un Profesor P. En este episodio
se describen brevemente algunas reacciones de algunos alumnos del Profesor P al
resolver el problema dado.
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Fase 3: “Problemas Pre” y “Problemas Pos”

Se pide a los participantes que:

1. Resuelvan el problema dado;

2. Propongan problemas modificando el problema dado, de modo que su solucién
facilite la solucién de tal problema y ayude a los estudiantes a clarificar sus
reacciones al resolverlo o intentar resolverlo. Estos problemas los denominamos
“Problemas Pre”;

3. Propongan problemas modificando el problema dado, de modo que sean méas
retadores; que desafien a los estudiantes del Profesor P mas alla de la obten-
cion de una solucién correcta del problema del episodio. Estos problemas los
denominamos “Problemas pos”.

Fase 4: Trabajos individuales y grupales sobre creacién de problemas

La creacién de los problemas pedidos en la fase anterior debe llevarse a cabo primero
individualmente y luego en grupos de dos o tres participantes. El conductor del taller
ayuda con orientaciones y aclaracién de ideas. El problema creado por un grupo debe
ser resuelto por el grupo autor y luego por otro grupo, conociendo sdlo el enunciado de
dicho problema. Los grupos reciben hojas especialmente disefadas, en las que, ademas,
se deben escribir criticas constructivas al problema creado por otro grupo.

Fase 5: Socializacion con todos los participantes

Los participantes comparten con todos, en exposiciones breves — voluntarias o al azar
— las razones didacticas y matematicas tras el problema creado, ya sea en forma
individual o grupal.

También, el problema resuelto por un grupo — que no es el grupo autor de tal problema
— expone su solucion y hace sus comentarios criticos desde el punto de vista matemético
y diddctico.

El propdsito es que la discusion con los autores de los problemas, ast como los co-
mentarios de los participantes y del instructor, contribuyan a mejorar la capacidad de
crear problemas con potencialidades matematicas y didacticas.

Ejemplo

A continuacion damos el episodio con el cual desarrollamos una sesién de un taller
sobre creacion de problemas, con profesores de educacién secundaria:

En el grupo de estudios de matematicas, el profesor propone el siguiente problema a
los alumnos:

En la bodega A, venden paquetes de 6 vasitos de yogur por S/. 8,00 y cada vasito
individual a S/. 1,50; pero en la bodega B, venden el mismo producto en paquetes de 3
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vasitos por $/.4,00 y cada vasito individual a S/. 1,60. (Hay una sola forma de comprar
9 vasitos de yogur gastando lo menos posible? ;Cual?

Después de unos minutos:

= La mayoria dice que si, que sdlo hay una forma.
= Carmen dice que hay muchas formas de comprar 9 vasitos de yogqur.
= Tofo dice que hay dos formas de comprar 9 vasitos de yogur, gastando lo mismo.

= Sara dice que el problema es muy facil.

Los siguientes son algunos problemas pre y problemas pos, creados grupalmente en
tal ocasion:

Problema Pre 1. En un kiosco venden cajas de alfajores de 6 unidades a S/. 10 y de
12 unidades a S/. 20. ;De cudntas maneras puedo comprar 18 alfajores? ;Cudnto gasto
en cada una de las posibilidades? jHay alguna mds barata?

Problema Pos 1. Con la misma informacion dada en el problema del episodio,

1. Dar cuatro cantidades distintas de vasitos de yogur, para las cuales se obtenga
el menor precio por vasito.

2. ¢Qué caracteristica comin tienen los ndmeros que respondid en (a)?
3. ¢Hay mds cantidades que pueden ser respuesta de (a)? ;Puede generalizar?

4. Si la cantidad de vasitos a comprar no es mdltiplo de 3, jen cudl de las dos
bodegas es mds barato?

Problema Pos 2. En la bodega A, venden paquetes de 6 vasitos de yogur por S/. 8,00
y cada vasito individual a S/. 1,50; pero en la bodega B, venden el mismo producto en
paquetes de 3 vasitos por S/.4,00 y cada vasito individual a S/. 1,60. /Cudnto es el pago
minimo que puede hacerse por la compra de n vasitos de yogur, segin la informacion
dada? Explicitar la funcién correspondiente.

En el Problema Pre 1 se ha modificado la informacion y el requerimiento. En la
informacién se mantiene la misma estructura que en el problema del episodio, pues el
precio de la caja de 12 alfajores es el doble del precio de la caja de 6 alfajores. El
requerimiento se hace con una cantidad que se relaciona con la informacién de manera
similar a la que se relaciona en el problema del episodio. Es decir, se da informacion
de precios Q y 2Q de paquetes de n y 2n objetos respectivamente y se hace un
requerimiento sobre la compra de 3n objetos (Q y n representan néimeros naturales).
St bien el contexto sigue siendo extra matematico, se ha modificado la presentacién
de tal contexto. La situacién es mas sencilla que la del episodio, por no haber precios
unitarios y — como lo manifestaron las autoras —la intencién didactica, teniendo en
cuenta lo dicho por algunos alumnos en el episodio, es hacer evidente las diversas
posibilidades de comprar una cantidad fija de alfajores, con el afadido explicito de
pensar sobre la existencia de una opcién mas barata.



Creacion de problemas: sus potencialidades en la ensefanza y aprendizaje de las Mateméticas 327

El Problema Pos 1, es més retador que el problema del episodio y estimula el desarrollo
del pensamiento matematico, pues induce a la generalizacion, considerando multiplos
de 3 y mdltiplos de 6. Brinda una oportunidad para recordar y usar el hecho que si un
nimero es multiplo de 6 entonces es multiplo de 3, pero que lo reciproco no es cierto.
La parte (d) lleva a la construccidn cuidadosa de una funcién que — segun el contexto
dado — a cada niimero natural que no es multiplo de 3 le hace corresponder la letra
A o la letra B, segln la bodega en la que se haga la compra. Es interesante hacer
la lista de asignaciones considerando, por ejemplo cantidades (enteras) de 1 a 16 e ir
observando regularidades. Notar que las autoras del problema cuidaron no considerar
los multiplos de 3, porque, por ejemplo, por 6 vasitos de yogur se paga igual en la
bodega A y en la bodega B y ya no se tendria la asignacién Unica para el nimero 6,
como lo exige la definicién de funcién. Sin embargo, 9 es multiplo de 3 y la compra
de 9 vasitos es mas barata en la bodega B. Situacion similar se presenta para 3 y 15,
que también son multiplos de 3. Esto lleva a pensar que puede ampliarse el dominio
de la funcidn que asigna la bodega en la que es mds barato comprar cierta cantidad
de vasitos de yogur.

El Problema Pos 2 fue propuesto por el orientador del taller a partir de las conver-
saciones con el grupo que propuso el Problema Pos 1. Se mantiene la informacion y
el contexto del problema del episodio, pero se cambia el requerimiento y el entorno
matemadtico, pues se especifica el uso de funciones. Es ciertamente retador. Volvemos
a referirnos a él en la siguiente seccién y una solucién detallada se encuentra en
Malaspina (2013b).

4. Creacion de problemas y ampliacion de horizontes matematicos

Como se percibe, con el ejemplo mostrado en la seccién anterior, la creacién de pro-
blemas genera una dindmica matemédtica acompafada de lo diddctico, cuyas fronteras
son dificiles de predecir, pues ya sea por variacion o por elaboracion, surgen pregun-
tas cuyas respuestas pueden requerir un entorno matematico que va mas alla de lo
iniclalmente considerado. Un problema creado inicialmente con un propdsito, puede
realmente abrir posibilidades didacticas y matemédticas muy interesantes, mas alld de
tal propdsito, en las que no se pensé al momento de crearlo. Esto es interesante en la
perspectiva de descubrir conocimientos y de hacer matematicas y contribuye a ampliar
la vision que suele tenerse de las matematicas, como algo estatico y acabado.

En las experiencias didacticas realizadas en talleres de formacion de profesores, hemos
encontrado varios casos de descubrimiento de nuevos horizontes matematicos, algunos
de las cuales resumimos a continuacidn:

Retomamos el Problema Pos 2, creado a partir del episodio mostrado en la seccién
anterior. Percibimos el paso de una situacién particular a una general, mediante el uso
de una funcién que hay que definirla con la misma informacion dada en el problema
inicial. La idea es interesante y parece ser de facil solucidon. Lo interesante es que lleva
a un tipo de funcidén que no es conocida en la educacién secundaria. El profesor que lo
resolvid le dedicd tiempo de trabajo mas alld de las horas en el taller y manifesté haber
comprendido mejor tal tipo de funcidn, “redescubierta” a partir del problema sencillo de
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compra. EL problema se resuelve usando la funcidén “mayor entero” (o “‘méximo entero”).
Asi, con la informacion dada en el problema del episodio, el pago minimo por n vasitos

de yogurt es
0= (5-[2]) 5015

Problema inicial (a) (En un taller con profesores de secundaria):

Otros casos

Hallar las dimensiones del tridngulo rectangulo que tenga la mayor érea posible y
esté inscrito en una circunferencia cuyo radio mide 8 cm.

Problema creado (a):

Determinar las dimensiones de un tridngulo rectdngulo que tenga la mayor drea posible
y que esté circunscrito a una circunferencia de radio 8 cm.

Vemos que el autor del problema tiene la interesante idea de considerar tridngulos
circunscritos a una circunferencia; él no llega a una respuesta final, no encuentra las
dimensiones del tridngulo que busca. {Existe tal tridngulo?

El problema presenta una excelente oportunidad para ejercitar una faceta muy impor-
tante del pensamiento matematico: la existencia de una solucion; en este caso, la del
valor éptimo de una funcién; y mas especificamente, plantearnos la pregunta /existe
un tridngulo rectdnqulo circunscrito a una circunferencia, que tenga drea maxima?

Problema inicial (b) (En un taller con alumnos de profesorado de educacidn inicial y
primaria):

Pedro tiene una hoja rectanqular de papel ABCD, de 20 cm de largo por 12 cm de
ancho, como se ilustra en la figura.
B C

A D

Pedro dobla la hoja de modo que el vértice C se ubica en el lado AD y el lado CD se
superpone sobre el lado AD. (Es verdad que el area del trapecio que se visualiza es
el 75% del area del rectangulo ABCD? (Por qué?

Problema creado (b):

Lucia tiene una hoja cuadrada de papel ABCD, de 10 centimetros de lado como se
ilustra en la figura.

B C
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Su profesor le pide que realizando dobleces en la hoja, muestre de forma visual el 25%
del drea del cuadrado original. /De cudntas maneras Lucia podria hacer dobleces para
mostrar de forma visual el 25% del cuadrado original?*

En su solucidn, la alumna mostré las tres maneras mas “naturales” de hacer los dobleces
(mostrar cuatro cuadrados congruentes entre s, mostrar cuatro rectangulos congruentes
entre si, y mostrar cuatro tridngulos rectangulos congruentes entre s{). Lo interesante
del problema, es que presenta no sélo un reto alcanzable por nifios de primaria, sino
también que suscita preguntarse si las tres formas “naturales” de hacer los dobleces
para mostrar figuras con el 25% del &rea del cuadrado original, son las Unicas. Ante
esta pregunta, al socializar el problema, las alumnas encontraron dos formas mas. Por
otra parte, con la misma idea, buscamos formas de hacer un solo doblez en la hoja
cuadrada para mostrar dos figuras con la misma drea. Llegamos a encontrar que esas
figuras pueden ser trapecios y que hay muchos pares de tales trapecios. Asi, tuvimos
la ocasién de evidenciar que hay problemas con infinitas soluciones.

Notamos que usando para un rectangulo el criterio para hacer el doblez en la hoja
cuadrada de modo que se encuentren trapecios congruentes, se obtiene también infinitos
pares de trapecios con la misma area, lo cual nos llevé a concluir que el problema
propuesto por la alumna también tiene infinitas soluciones. Ciertamente, la alumna no
penso en esta posibilidad al crear su problema y disfruté mucho al conocer los alcances
que tuvo su idea.

5. Consideraciones finales

Vemos que la creacion de problemas — en particular la variacion de problemas dados —
estd estrechamente ligada a la resolucién de problemas y que tiene gran potencialidad
en la ensefanza y aprendizaje de las mateméticas, pues contribuye a desarrollar el
pensamiento matematico de quien los crea, a ampliar su horizonte matemético y a
iniciarlo en la investigacion y en el hacer matematicas, pues brinda oportunidades — a
alumnos y profesores — para modificar creativamente la informacién recibida y plantear
nuevos requerimientos; para hacer nuevos requerimientos con la misma informacién;
para proponer requerimientos de caracter general; y para hacer mixturas razonadas de
estos cambios.

La creacién de problemas por elaboracién, a partir de situaciones dadas; o por re-
querimientos especificos, diddcticos o mateméticos, es otro reto que ya no se vincula
directamente con un problema especifico previamente dado, sino con la creatividad que
debe ponerse en juego para establecer requerimientos a partir de la informacion que
se seleccione, o se modifique, de la situacién dada. En este articulo no nos hemos
referido a experiencias de este tipo, que ciertamente son muy enriquecedoras para la
ensefianza y el aprendizaje de las matematicas en todos los niveles educativos. En
Malaspina (2012) se detallan algunas experiencias didacticas sobre este aspecto de la
creacion de problemas, con profesores de primaria en formacion.

4Cabe aclarar que el texto del problema fue mejorado en la socializacion. La redaccién original decia
“...cudntos dobleces podria hacer Lucia.’, lo cual induce a pensar en solo dos dobleces, aunque se hagan
de distintas maneras.
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Consideramos esencial que en los cursos de formacién inicial y en los cursos de capaci-
tacion de profesores, se incluya la creacion de problemas, por su aporte a aprendizajes
significativos y por contribuir a desarrollar competencias matematicas y diddcticas que
favoreceran que los profesores, a su vez, estimulen en sus alumnos el desarrollo de la
capacidad de aprender creando problemas e inicidndose en la investigacion.
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