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Resumen

El articulo describe la covariacién como un aspecto importante y tedricamente ubicuo del
pensamiento matematico, pero no solo en términos de ensefanza. Se centraen la forma
multimodal en la cual los procesos de aprendizaje de lo "relativo" ocurren y se desarrollan
en la clase de matematicas y como los recursos semidticos son cruciales para este desarrollo.
El articulo se centra en la génesis dinamica de una variedad de signos cuando se utilizan
artefactos para instruir los procesos de aprendizaje. Mas precisamente, en la sequnda parte
se introduce la nocidn de covariacién instrumentada. La instrumentacidn coordinada con
multiples artefactos puede ayudar al aprendizaje a través de una cuidadosa planificacidn
didéctica. Esto se ilustra con ejemplos que muestran la sinergia positiva producida por
el potencial semidtico de la instrumentacion coordinada utilizado en el aula en diferentes
niveles de grado.

Palabras clave: covariacién, instrumentacién, haz semidtico, problema abierto, sinergia de
artefactos.

Abstract?

The article describes covariation as an important and theoretically ubiquitous aspect of
mathematical thinking, but not only in terms of teaching. It focuses on the multimodal
form in which the processes of “relative” learning occur and develop in the Mathematics
classroom, and how semiotic resources are crucial to this development. The article focuses
on the dynamic genesis of a variety of signs when artifacts are used to instruct the learning
processes. More precisely, in the second part, the notion of instrumented covariation is
introduced. Coordinated instrumentation with multiple artifacts can help learning through
careful didactic planning. This is illustrated by examples that show the positive synergy
produced by the semiotic potential of the coordinated instrumentation used in the classroom
at different grade levels.

Keywords: covariation, instrumentation, semiotic bundle, open-ended problems, synergy of
artifacts.
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1. Introduccidn

Una excelente profesora de mateméaticas del Liceo Classico italiano (secundaria superior:
grados 9-12), que participd en un experimento de ensefianza sobre el uso de las matematicas
para modelar fendmenos fisicos me dijo un dia: "Esta mafana hicimos una actividad sobre
la ley de Hooke [...] En mi opinidn, hubo un malentendido muy importante entre el sentido
del estiramiento y el de la longitud [allungamento - lunghezza en italiano] del resorte.
Esto impidido a mis alumnos encontrar las respuestas correctas. |Y mis alumnos estan en
Liceo Classico!". Los malentendidos similares a estos son comunes y difusos y se refieren a
un gran fenémeno, que tiene profundas raices cognitivas y epistemoldgicas, y destacan un
importante problema diddctico. El reconocer este fendmeno tiene consecuencias relevantes
para el diseno de la ensefanza.

El propdsito de esta contribucidn es enmarcar tedricamente estos problemas y discutir
estrategias de ensefanza apropiadas para superarlos. Compartiré algunas ideas sobre un
campo de investigacion con fundamento semidtico y epistemoldgico, que yo y otros hemos
desarrollado en los Ultimos afios.

Estos problemas me llevan a centrarme en una raiz comin a los diferentes fendmenos
semioticos descritos en la literatura, que pueden servir como base para la concepcion de
tareas matemadticas en la escuela: la nocidn de covariacion, ampliamente estudiada (para un
excelente resumen, vea Thompson y Carlson, 2017). Basdndome en esta nocién y utilizando
un punto de vista semidtico, he desarrollado una herramienta de anélisis mas compleja, que
tiene una contraparte didactica, a la que llamo covariacién instrumentada (Cl).

En este articulo, definiré la Cl como una posible metodologia didactica que puede desen-
cadenar y apoyar un enfoque covariante de las matematicas.

2. Covariacion en matematica

Muchos estudios muestran la relevancia del razonamiento covariante en matematicas desde
un punto de vista epistemoldgico: de hecho, la covarianza es crucial para comprender la
nocién de funcién, una herramienta indispensable para modelar el mundo (fisico, econémico,
etc.) y para ingresar a las matematicas modernas: todo el Anélisis depende de esta nocion.
De manera especifica, muchos curriculos matematicos lo ponen como el principal objetivo
de ensefianza.

Enfatizamos que el razonamiento covariante continuo, o el razonamiento acerca de los valores
de dos o0 mas cantidades que varian simultaneamente, desempefd un papel crucial en la inven-
cion de los mateméticos de los conceptos que llevaron a la definiciéon moderna de la funcién,
el uso de ecuaciones para representar una variacién restringida mediante representaciones
explicitas de relaciones deterministas entre cantidades. (Thompson y Carlson, 2017, pp. 423,
traducido por el autor).

El razonamiento covariante aparecié dramaticamente en las matematicas con el nacimiento
y el desarrollo del &lgebra moderna gracias a los trabajos de Viete, Descartes y otros.
Los métodos de andlisis y sintesis en édlgebra, tomados de la geometria de los griegos,



introducen una forma revolucionaria de abordar los problemas de las matemdticas, que
Lagrange a principios del siglo XIX resumiria de la siguiente manera:

El algebra, tomado en el sentido mas amplio, es el arte de determinar las incdgnitas por
funciones de las cantidades conocidas, o lo que consideramos conocido. (Lagrange, 1808, pp.
vii; traducido por el autor).

La ruptura del nuevo paradigma con la idea de un algebra elemental como aritmética
generalizada, de acuerdo con una imagen a menudo presente en los libros de texto (pero
no solo), fue discutida en un articulo muy importante de Chevallard (1989), donde destaca
el papel crucial que desempeian las variables y los pardmetros en el nuevo algebra, tanto
desde un punto de vista epistemoldgico como didéctico. Por ejemplo, la solucidn "aritmética"
(verbal) de un problema basico como el siguiente "Divida un nimero dado en dos partes,
de manera que la primera exceda la sequnda en un exceso dado’, se puede traducir a
términos algebraicos solo si uno hace un razonamiento covariante, utilizando parametros
para representar (y manipular) los nimeros (supuestos) dados.

De hecho, el nuevo método de razonamiento covariante con cantidades fisicas fue una de las
raices que hizo posible el nacimiento de la ciencia moderna con los "experimentos sensibles'
y las demostraciones matematicas (le sensate esperienze e le dimostrazioni matematiche) de
G. Galilei (1615). Este tipo de razonamiento se desarrollé como una busqueda de relaciones
entre variables concretas, dindamicas y continuas, para expresar la idea de cambio y los
fenémenos del movimiento.

Esta es una historia muy antigua: los antiguos eruditos careclan de una descripcion mate-
méatica del movimiento; vieron la distancia y el tiempo como cantidades medibles, pero no
tanto por la velocidad. De hecho, la nocién de cambio, seglin la filosofia de Aristételes, era
solo de naturaleza cualitativa y tenia un significado muy amplio (Generacién y Corrupcion,
Alteracion, Aumento y Disminucién, Movimiento Local). Las ideas cambiaron desde la Edad
Media y fue en el siglo XIV cuando las nuevas ideas revolucionarias maduraron en Oxford
al Merton College, y en Paris con Nicole Oresme (1325-1380). Los filésofos de la Edad
Media se dieron cuenta de que las cualidades también tienen una intensidad (Arzarello,
2008). Las leyes matematicas de la nueva ciencia se pueden expresar porque comenzamos
a razonar de manera covariante. El dlgebra, sin embargo, ya no es suficiente y es necesario
un nuevo calculo. Desafortunadamente, esta forma fundamental de razonamiento se ha des-
cuidado en las escuelas: como el algebra se ensefia como una aritmética generalizada, las
funciones también se ensefian a menudo de acuerdo con la definicidn estatica de Bourbaki,
que congela su naturaleza dindmica en el lenguaje estatico de la teoria de conjuntos.

Esta declaracion sobre la conveniencia de apoyar el razonamiento covariable en la escuela
también se menciona en el documento citado por Thompson y Carlson (2017), con muchas
referencias:

[Argumentamos] que la variante y el razonamiento covariante son fundamentales para el desa-
rrollo matematico de los estudiantes. Basamos esta afirmacidn en investigaciones que resaltan
las dificultades experimentadas por los estudiantes con respecto a las relaciones funcionales,
porque carecen de la capacidad de razonar de forma alternativa o covariante, y en investi-
gaciones que muestran cambios productivos en sus relaciones. Concepciones y usos de las



funciones por parte de profesores y alumnos, cuando utilizan el razonamiento covariante. (ibid.,
traduccion del autor).

La misma pregunta fue analizada desde un punto de vista diferente en psicologia por Piaget
(1950) y en matematicas por Lawvere & Shanuel (1991): el primero definiendo la nocién
de operador multiplicativo; los ultimos al discutir la nocién de productos, coproductos y
adiciones dentro de la teoria de las categorias.

Saldanha y Thompson (1998) repiten el trabajo de Piaget:

La idea de Saldanha y Thompson de un objeto multiplicativo se deriva de la nocién de Piaget
de "y” [conjuncién] como un operador multiplicativo, una operacién que Piaget describié como
una clasificacidon operativa subyacente y seriacion en el pensamiento de los nifos. (Thompson
& Carlson, 2017, 433, traduccion del autor)

Este trabajo ilustra la covariacion desde dos puntos de vista competidores, el epistemoldgico
y el cognitivo.

Para el primero: en su libro introductorio sobre la teoria de categorias, Lawvere y Shanuel
(1991) también introducen el fendmeno de la covariacién con la nocién de objeto multipli-
cativo basado en un ejemplo histdrico, que muestra tanto su relacion directa con la nocién
de Piaget (de hecho, él usa la misma terminologta), y su relevancia para la revolucién
cientifica:
Comencemos con Galileo, hace cuatro siglos, que cuestiona el problema del movimiento. Queria
entender el movimiento preciso de una piedra lanzada o un chorro de agua de una fuente.
Todos han observado los graciosos arcos parabélicos que producen; pero el movimiento de una
roca significa mas que su trayectoria. El movimiento implica, para cada momento, la posicidn
de la roca en este momento; para grabarlo requiere una imagen animada en lugar de una
exposicion temporal. Decimos que el movimiento es un "mapa“(o funcién) del tiempo en el
espacio.

(-]

Estos dos mapas, sombra y nivel, parecen reducir cada problema de espacio a dos problemas
més simples, uno para el plano y otro para la linea. Por ejemplo, st hay un ave en el espacio
y solo se conoce la sombra y la altitud del ave, puede reconstruir la posicién del ave. Hay
mas, sin embargo. Supongamos que tiene una pelicula que muestra la sombra del ave mientras
vuela, y una pelicula de su altitud [...] A partir de estas dos peliculas, jpodrds reconstruir todo
el vuelo del ave! Por lo tanto, no solo se reduce una posicién en el espacio a una posicidn
en el plano y otra a la linea, sino que también se reduce el movimiento en el espacio al
movimiento en el plano y otra en la linea.

]
El descubrimiento de Galileo es que, de estos dos movimientos mas simples, en el plano y
en la linea, pudo encontrar completamente el complejo movimiento en el espacio. (Lawvere y
Shanuel, 1991, pp. 3-6, traducido por el autor).

Para el sequndo: una persona forma un objeto multiplicativo a partir de dos cantidades
cuando mentalmente une sus atributos para crear un nuevo objeto conceptual que es si-
multaneamente uno y el otro. Saldanha y Thompson (1998) ilustran esto considerando la



participacidon de los estudiantes en tareas basadas en actividades para rastrear y descri-
bir el comportamiento de las distancias entre un automdvil y dos aldeas a medida que el
automovil avanza por una carretera.

Presento aqui un ejemplo que ilustra este punto: estd sustancialmente tomado de la obra
citada de Saldanha y Thompson.
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Figura 1: Movimiento de un automévil.

La Figura 1 (construida con Geogebra) representa el movimiento de un automdévil (E) que
recorre la autopista de A a B; en D y C hay dos repetidores para teléfonos méviles y es
necesario identificar cuando el teléfono mévil en el automévil pasa de la celda C a la de D.
En el grafico cartesiano la abscisa representa la distancia EC, mientras que la ordenada
representa la distancia ED. Se deduce que el punto P identifica la posicién en la que las
dos distancias son iguales y, por lo tanto, el punto en el que comienza la transicidon de una
celda a la otra.

Detras de este problema encontramos un importante fenémeno didactico, que la covariacion
instrumentada puede ayudar a los profesores a disefar situaciones didacticas apropiadas,
cuyo propdsito es introducir a los estudiantes al razonamiento covariante en entornos de
geometria dinamica.

Un enfoque covariante es un fenémeno profundo que no esta ni epistemoldgica ni didactica-
mente presente, por ejemplo en la formulaciéon didactica habitual de la Geometria Euclidiana
(GE). Por eso los hébitos escolares van en la direccién opuesta. Por lo tanto, un enfoque
covariante:

- implica un cambio epistemoldgico con respecto a GE;
- tiene consecuencias cognitivas (razonamiento "hacia atrds");

- puede tener consecuencias didacticas en el aula.



Esto demuestra una discontinuidad epistemoldgica entre la formulacién habitual de proble-
mas tales como "demuestra que ... " y en el que, en cambio, se pide explorar una situacién
abierta (Arsac, Germain y Mante, 1991; Arsac y Mante, 2007). Cognitivamente, la disconti-
nuidad es particularmente marcada cuando el problema se aborda en entorno de geometria
dindmica (EGD). ELl valor agregado en este caso viene dado por el enfoque covariante, que
estd ausente en el entorno de GE. Muchas diferencias cognitivas entre los dos entornos
son solo la contrapartida cognitiva de esta discontinuidad.

La investigacion / descubrimiento de la covarianza, a la que apuntan los problemas abiertos,
es el pegamento que une los pasos de los argumentos. EL trabajo con el software constituye
una "instrumentacién’ de este proceso de busqueda covariante. También puede tener lugar
en el entorno de papel y lapiz, pero por lo general requiere mas resolutores expertos. ELl
entorno de geometria dinamica es un artefacto que amplifica los fendmenos que dependen
de la formulacidon del problema y permite su instrumentacién. Una lente semidtica pue-
de ayudarnos a describir adecuadamente estos fendmenos de covariacién instrumentada
producidos por la ingenieria didactica apropiada con los artefactos.

Por supuesto, la palabra instrumentacién deriva del enfoque instrumental de Verillon y
Rabardel (1995), que enfatiza la distincion entre un artefacto (un objeto material o abs-
tracto, ya producido por la actividad humana) y un instrumento (una entidad mixta con un
componente de artefacto y un componente cognitivo, representado por patrones de uso).

Ahora presento los extractos de una discusidon en el noveno grado (primera clase de escuela
secundaria), donde hay ejemplos de covariacién instrumentada.

3. La covariacion instrumentada en la escuela secundaria

Discutiré brevemente un ejemplo de un experimento didactico realizado en 2017 en una es-
cuela secundaria (estudiantes de grado 9) con la profesora S. Beltramino y la colaboracién
del profesor O. Swidan, de la Universidad Ben Gurion del Negev (Israel). Se vera asi como la
covariacion instrumental puede ser una consecuencia de un método basado en la investiga-
cion en un contexto tecnoldgico (Fibonacci 2012); mas precisamente, como los estudiantes
pueden comprender el complejo proceso de covariaciéon de cantidades involucradas en un
fenémeno fisico (el movimiento de una bola a lo largo de un plano inclinado), gracias a sus
investigaciones en un entorno donde hay dos artefactos tecnoldgicos presentes. EL primer
artefacto es un video profesional (producido por el museo Galilei en Florencia), que retoma
el famoso experimento de Galilei (descrito en Galilei, 1638), en el que se introduce y sub-
raya la covariacion entre las cantidades en juego (Fig. 2a); el sequndo es una simulacién
en Geogebra del mismo fendmeno, en el que los estudiantes pueden variar la inclinacion
del plano inclinado: los datos relativos al tiempo y al espacio se representan en el plano
cartesiano y en la hoja de célculo del software (Fig. 2b).
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Figura 2b. Applet en Geogebra

En este proceso, tanto las intervenciones de la profesora como los signos producidos por
los estudiantes o a las que los estudiantes estan expuestos, juegan gradualmente un papel
esencial.

Los dos artefactos son de una naturaleza diferente: el video reproduce un experimento real,
el sequndo lo simula. Por tanto, podemos hablar de un diio de artefactos en el sentido de
Maschietto y Soury-Lavergne (2013), ya que aqui los dos artefactos reproducen o simulan
un fenémeno adicional, aunque el artefacto digital simula un artefacto fisico. Sin embargo,
también podemos considerar el posible valor agregado (ibid., p.969) proporcionado por
los dos artefactos - es decir, cdmo la interaccién con ambos ayuda los estudiantes a
comprender el fendmeno fisico examinado-, y cudnto se produce esta interaccion de manera
consonante o disonante entre los dos artefactos: hablaremos respectivamente de continuidad
o discontinuidad entre los efectos de tal interaccion.

Nos limitaremos aqui a esbozar los puntos cruciales en este proceso de aprendizaje, enfa-
tizando las dificultades y el progreso del proceso de comprensién de las covariancias entre
las cantidades involucradas en el experimento y el papel desempefado por el maestro, por
los dos artefactos y por los signos en él (3).

3 En otro experimento did4ctico, construimos fisicamente el plano inclinado con los estudiantes e hicimos el
experimento de manera concreta con ellos, con las mismas modalidades que las del video, y luego utilizamos la
simulacion en Geogebra. Sin embargo, los resultados de aprendizaje parecen ser mas bajos que los descritos en
este articulo. Estamos tratando de entender estas diferencias, pero estd mds alld de esta exposicién para discutir
este importante problema.



Dividimos este proceso en cuatro pasos, que corresponden a cuatro episodios en el trans-
curso de una discusién matematica de 40’ con la profesora, que tuvo lugar después de que
los estudiantes, trabajando en grupos pequeiios, habian visto el video, usado el applet de
Geogebra, contestado algunas preguntas que les hicieron para describir las caracteristicas
sobresalientes del experimento.

En la discusidn los estudiantes todavia estan divididos en grupos (A, B, C, D, E) de 4-5
personas; las respuestas son a menudo "grupo" y por esta razon generalmente solo indicamos
el grupo (a veces indicamos con Xi un alumno / alumna del grupo X).

Para el anélisis utilizaremos también la jerarquia de Thompson y Carlson (2017), que
distingue seis niveles de covariacién (1. Sin coordinacién, 2. Pre-coordinacion de valores,
3. Coordinacidn en bruto de valores, 4. Coordinacién de valores, 5. Covariacién continua
por partes, 6. Covariacidon continua suave). Aqui agregamos un nivel adicional de segundo
orden: mientras que los primeros seis niveles corresponden a la ruta hacia la variable(s) del
modelo (tipicamente, el tiempo y la distancia), el sequndo nivel de orden corresponde a los
pardmetros segun los cuales el modelo puede describir diferentes situaciones (en nuestro
caso, en relacion con el dngulo de inclinacién del plano). En lo que sigue usaremos el
acronimo ECT] para indicar esta jerarquia extendida de Carlson y Thompson.

El magma inicial de las magnitudes en juego

22.37 | (profesora). {Qué podemos "ver' mientras vemos el video?
22:50 A: La velocidad aumenta a medida que baja

Al principio es mas lento luego mas tarde ...

23:30 B: el tiempo es siempre el mismo, la velocidad cambia

23:50 C: la distancia entre las puertas [en el video] siempre fue dos
Yo: ¢era?

C: aumentado

24:15B: 1, 3,5, 7 [son los nimeros que en el video indican el espacio cubierto gradualmente]
24:23 1: (Entre una puerta y otra aumentd la distancia o el tiempo?
24:39 C: El mismo tiempo para correr mas rapido

24: 52 1: ;Y variando la inclinacion del plano?

25:00 C: Cuanto mas se inclina, més rapida sera la velocidad.

Aqut se resaltan muchas variables por lo que dicen los estudiantes: velocidad, distancia
entre puertas, tiempo, inclinacién. La relacion mas obvia para ellos es el aumento, incluso
si no esta tan claro qué aumenta y qué no. Las variables siguen constituyendo un revoltijo
indistinto, en el que comenzamos a captar de una manera no tan clara rastros de encubri-
miento. El lenguaje es el de todos los dias, aun no cientifico, sequn la distincién de Vygotski
(1985). También existe una confusidn entre el valor de una cantidad (la distancia) y el valor
de su incremento (23:50). En un cierto punto (24:39), un primer boceto de covariacidn, atra-
pado entre el momento en que un aumento constante corresponde a un aumento creciente



de la velocidad (pero el lenquaje aplasta estas variaciones en las variaciones en los valores
de las mismas cantidades). La covariacién es mas evidente entre el cambio de inclinacion
y el aumento de velocidad (25:00). Como resultado de una peticion de la profesora (24:52),
el lenguaje cotidiano de C es capaz de apoyar el discurso sobre las diferencias entre las
diferencias sin tener que aplastar esto en los valores de las cantidades. En ECT] estamos
en el nivel 2 (Pre-coordinacién de valores).

El artefacto video es lo que mas influye en este episodio: las referencias son numerosas y
obvias.

Confusion entre trayectoria y movimiento

27:00 Vosotros estais atrapados con la prequnta: "iPuedes encontrar una ecuacién, una
formula que describa el movimiento de la pelota?"

27:27 A1: Necesitamos encontrar la x, y la y; para el eje x algo que aumenta y para el eje
y algo que disminuye.

27:46 1: ;Qué es la linea decreciente?

27:55 A1: la linea rosa [en el applet es el color de la trayectoria de la bola] ... debe haber
algo

28:17 | repite las palabras de A1: Necesitamos encontrar una x que crezca y una y que
disminuya porque la linea rosa representa el movimiento de la pelota.

[A los estudiantes les resulta dificil encontrar las cantidades para poner en los dos ejes]
28:42 1. i{Cual es el algo, las variables que nos ayudan a describir el movimiento?
Voces diversas: tiempo y espacio; alqguien dice: la inclinacion

29:04 I: Mantengamos la inclinacidn fija; Mas adelante veremos qué pasa variandola.
29:38 I: {Qué elementos debemos considerar para poder describir el movimiento?

29: 47 I: A1 dice tiempo y espacio.

30:00 I: algo que aumenta y algo que disminuye.

30: 05 E1: creo que su idea esta mal:

30:08 I: jsegun E1, su idea esta mal!

30:10 E1: jsi, ambos aumentan!

30:15 I: jsegtiin E1, ambos aumentan!

30:20 B1: la linea rosa es el plano en el que corre la bola,

30:30 I: la linea rosa es el plano en el que corre la bola, pero (cdmo podria describirse el
movimiento?

Una confusion tipica entre la trayectoria y el movimiento de un cuerpo es evidente aqui,
bien conocida en la literatura (Clement, 1985). Aqui es importante la intervencion de la
profesora, quien "refuerza" la discusion para evitar por ahora la superposicion de la variable
de inclinacion y de tiempo (29:04), concentrando asi a los estudiantes en las relaciones



espacio - tiempo insiste en buscar dos variables que crezcan / disminuyan juntas, hasta que
un alumno (E1) dice que las dos variables aumentan (30:10). El artefacto Geogebra es lo
que mas influye en este episodio: la referencia a la linea rosa se deriva de esto, asi como
la variacion de la inclinacién (ya presente, sin embargo, en el primer episodio). En ECT]
estamos en el nivel 3 (Coordinacién en bruto de valores) hasta 27:55; a continuacién, hacia
el nivel 4 (Coordinacion de valores).

Discontinuidad entre tres artefactos (Video-Geogebra-Tabla)
30:58 I: ¢Por qué ambos [tiempo y espacio] aumentan?

31.05 E1: cuando aumentas la longitud, la bola tarda més en hacerlo, entonces, si inclinas
el plano, la bola es mas rapida ...

31:11 I: no entendi

31:21 E1: segun la inclinacion del plano, aumenta el tiempo y ... toma menos tiempo ... la
bola tarda menos en recorrer esa distancia ...

31:29 I: la pelota tarda menos tiempo en recorrer esa distancia.

31: 35 E1: la misma distancia, pero como el plano esta mas inclinado, la bola tiene mas
velocidad, es mds rapida. [E1 con gestos imita el plano y el exceso de velocidad de la bola]

31:41 I: a la misma distancia ...
31: 45 E1: menor tiempo
31:48 yo: ¢y al mismo tiempo?

31:49 E1: mayor distancia.

32:27 C: la relacidon entre el espacio y el tiempo no aumentaba constantemente
32:42 1: {Qué aparece en el applet?

[La respuesta es que hay una tabla en la que el tiempo estd en la primera columna, el
espacio en la segunda, las primeras diferencias en el espacio en la tercera]

33:12 1: iComo leer la tabla?

33:20 mas voces: basado en un cierto tiempo, la bola corre a través de un espacio determi-
nado.

33:45 C: el espacio aumenta cada vez més; el tiempo es constante: 1, 2, 3

33:51 I: el espacio siempre aumenta como sucedié en el video: las puertas estaban mas
distantes porque el tiempo era el mismo y el espacio aumento.

34:02 I: {Cdmo escribo una relacidn entre este espacio y este tiempo?

[con preguntas oportunas, | indica a los alumnos a descartar que es una linea recta; el grupo
E trabaja con Geogebra y encuentra que sale una parabola usando el comando cénico para
5 puntos, pero no pueden explicarlo]

37:00 B: si es una parabola, ¢hay algo en la sequnda?



37:05 | repite las palabras de B.

37:10 A: en el video de arriba estd escrito s: t2
37:15 | escribe la férmula del video en el tablero.
37:34 I: ientonces?

... [rumor]

38:10 B1: en el video habia las sumas de todas las rutas y, por ejemplo, cuando s tenia 16,
el tiempo era 4

38:15 | dibuja un boceto de plano inclinado en la pizarra.
38:26 B1: si contamos el tiempo, vemos que s es t*: 4° = 16

39:13 B1: en el video hacia el final habia sumas de todas las diferentes piezas ... las dos
primeras ... las tres primeras ... y las diferentes piezas se dividieron segun el tiempo que
tomaron ... por ejemplo, las dos primeras piezas tomaron dos como tiempo y valieron 4 juntas
... ast que si uno mira esa division e indica el espacio como y y el tiempo como x ... el tiempo
en ese caso valio 2 y el espacio 4 ... Entonces, como dice alli, el tiempo para el sequndo
hace espacio porque 2 para el sequndo es igual a 4 ... entonces y = x°

40:11 E1: es correcto, pero aqui es diferente si hacemos 2° no nos llega a nosotros ...

[el maestro repite lo que dijo B1 y acompaiia las palabras que los ilustran en el dibujo del
plano inclinado y finalmente escribe y = x|

41:15 I: Pero E1 dice "esta bien" aunque ...
E1: pero no viene.

41:19 1. Es correcto, sin embargo, no es tan correcto seqtin E1, porque en los ejemplos no
vino de esta manera.

En esta parte, ademas de los dos artefactos, Video y Geogebra, aparece un tercer artefacto,
la tabla escrita en la pizarra por la profesora, bajo el dictado de un grupo de estudiantes. La
discusion, apoyada por las intervenciones oportunas de la profesora, hace que los procesos
de los estudiantes evolucionen hacia una primera formulacién de la ley del movimiento, es
decir, s = t2. Se alcanza a través de tres episodios, al final de los cuales, en un cuarto
episodio breve pero importante, la ley es impugnada por un estudiante. En los cuatro
episodios, los tres artefactos (indicados con V = video, G = Geogebra, T = tabla) estén
presentes en distintos momentos y se utilizan, a veces espontaneamente por los alumnos,
a peticion del profesor, para llevar a cabo investigaciones y verificaciones de tesis. Para
explicar racionalmente el movimiento de la pelota (llamaremos a estos comportamientos de
los estudiantes acciones epistémicas y semidticas?). Por lo tanto, un hilo de relaciones entre

4 Los signos siempre estan involucrados en las acciones epistémicas que vemos, en un sentido amplio de la palabra
signo. Por eso prefiero hablar de acciones epistémicas y semidticas. Para una discusién sobre las relaciones entre
los dos aspectos, vea los capitulos 9 y 11 de Bikner y Prediger (2014).



V, G, T, que va de una a otra y que generalmente son de discontinuidad, se crea a través
de la discusién y las acciones epistémicas (°).

Es decir, el valor epistémico de las acciones que los estudiantes realizan con tales artefactos
a menudo es inconsistente. Esta discontinuidad culmina en el cuarto episodio, en el que
E1 (40:11) hace explicito un conflicto entre lo que se dijo anteriormente y los resultados
obtenidos en G por su grupo (E).

En este episodio, segun la ECT] tenemos primero (hasta el 31:29) el nivel 4 (Coordinacién
de valores); entonces (hasta 33:20) el nivel 5 (Covariacidén continua por partes); al final
(hasta las 33:51) un inicio de una covariacidon continua suave (nivel 6).

En lo que sigue usaremos dos tipos de notacion, que indican dos formas opuestas en las
que un artefacto X ingresa en los procesos de los estudiantes. Por un lado, se puede
realizar una accién epistémica para investigar / descubrir qué sucede en una situacién
dada utilizando el artefacto, sin tener en cuenta ninguna hipétesis al respecto; vamos a
escribir: X=. Por otro lado, el artefacto se puede usar con un objetivo especifico, por ejemplo,
para probar una hipdtesis; vamos a escribir: ®X. De manera andloga, indicaremos con
I-> las intervenciones especificas de la profesora, mientras que lo indicaremos con ||} cuando
la profesora repite (resuena) una oracidon pronunciada por un alumno para subrayar la
importancia o la correccidn, posiblemente incluso recurriendo a gestos.

El primer episodio va de 32:27 a 33:51. E1 (de 31:05 a 31:30) en una modalidad predo-
minantemente G-, y posteriormente (31: 41-31: 49) producido después de la intervencion
de la profesora (I?). Aqui hay una primera forma de covariacién (32:27), formulada exclu-
sivamente con lenguaje natural, posiblemente junto con la produccién de gestos icdnicos o
metaféricos (°).

En el sequndo episodio (32: 27-33: 51), C primero describe la covariacién (32:27) de manera
diferente que antes, nuevamente en lenguaje natural. | (32:42) empuja a los estudiantes (=)

5 Accién epistémica. E| término fue introducido en las ciencias cognitivas por Kirsch & Maglio (1994) para desig-
nar "acciones que los humanos (u otros agentes) toman para alterar su entorno fisico con la intencién de recopilar
informacién y facilitar la cognicién”. Las acciones epistémicas pueden descubrir informacién que estd oculta, o
reducir la memoria requerida en la computacién mental, o reducir el nimero de pasos involucrados en el calculo
mental, o reducir la probabilidad de error en el calculo mental. Para la ensefianza de las matematicas, el término
fue utilizado por Hershkowitz, Schwarz y Dreyfus, T. (2001), quienes a su vez lo derivaron de Pontecorvo & Gi-
rardet (1993), quienes las definieron como "acciones mentales por las cuales uno usa o construye conocimiento".
Dreyfus & Kydron (2014), usar la nocién de accién epistémica para definir los micro procesos de abstraccién como
Acciones en Contexto (AiC): esto constructo tedrico central de AiC es un modelo teérico-metodoldgico, seqiin el
cual se describe y analiza el surgimiento de un nuevo constructo "por medio de tres acciones epistémicas observa-
bles: reconocer (R), construir con (B) y construir (C). Reconocer se refiere a que el alumno vea la relevancia de un
conocimiento especifico anterior para el problema en cuestion. Construir-con comprende la combinacién de cons-
tructos reconocidos, para lograr un objetivo localizado, como la actualizacién de una estrategia, una justificacion
o la solucién de un problema. ELl modelo sugiere construir como la accién epistémica central de la abstraccién
matematica" (Dreyfus & Kydron, p.89 ss). Aqui usaremos este marco sin entrar en detalles por razones de espacio.
6 En la clasificacién de Mc Neill (1992) los gestos se definen como icdnicos, si tienen una relacién de similitud
con el contenido semantico del discurso que lo acompafia y metaféricos si son similar a los gestos icénicos, pero
el contenido seméntico es una idea abstracta.



a usar G y subraya la tabla numérica contenida en ellos, invitdndolos a leerla, es decir, a
experimentar una modalidad T-.

Las intervenciones de los estudiantes (33: 20-33: 45) explican lo que se informa en T con
referencia al video visto (V-), una referencia que se hace explicita en (33:51).

El tercer episodio (34: 02-33: 45) es decisivo. | pides a los alumnos (34:02: [®) que escriban
una férmula que exprese la relacion entre t y s en el movimiento de la pelota. Asl evoca
un cuarto artefacto: la férmula (F) con sus varias representaciones (algebraica, cartesiana):
->F. Una vez que se ha descartado la linea, para los estudiantes, dado su conocimiento, la
paradbola comparece, evocada primero por ellos como algo al cuadrado(37:00). La evocacién
se ve nuevamente reforzada por la referencia a V (37:10: V=) y la accidn de | (37:15: |).
Aln con referencia al video, B1 es capaz de evocar la férmula (38:26: V=) y explicarla
(39:13: Vo).

En el cuarto episodio, E1 ahonda en la férmula de B1 basandose en su investigacién en G
(G).

Aqut surge un conflicto entre lo que se vio en V y las experiencias realizadas en G: lo
indicaremos con V€>G. Estd subrayado por | (1) y se pasaréd en episodios posteriores.

En este episodio, segun la ECTJ tenemos primero (hasta el 38:26) una covariacidn continua
suave con detalle (nivel 6); (hasta 41:19) una covariacién continua suave con mas detalle y
més profunda (nivel 6).

Tabla 1: Datos escritos en la pizarra

t (sec) 1 2 3 4
s(m) 213 651 1915 36.64

Continuidad entre cuatro artefactos: Video-Geogebra-Tabla-Formula

[EL grupo D mira el video nuevamente en el punto citado. Hay zumbido en el aula. El grupo
B finalmente interviene]

43:00 B: Hemos hecho con Geogebra y el 4ngulo de 25° y tenemos estos resultados ||
escribe en la pizarra: Tabla 1]

43:53 B: hicimos 19.15/32 yes 213

44:04 B: tratamos de hacerlo con otros y siempre tenemos el mismo resultado [2.13]
44:12 | repite las palabras de B y escribe los calculos en la pizarra.

44:47 1: iy qué?

44:50 B: siempre tienes un valor constante ... No creo que sea algo aleatorio.

45:25 I: ¢por qué dijiste "entonces esa es la formula escrita alli"?



[la formula, en el video, es s : t2; hasta ahora el signo : tal vez ha sido posiblemente
interpretado como un signo de puntuacién. Ahora | escribe en la pizarra el signo / en lugar
de : subrayando lo que sugiere B]

45:55 I: entonces, iqué podemos concluir?

46:04 B: que la relacion entre el espacio recorrido y el tiempo hasta el sequndo da una
constante.

[I resume lo que se ha hecho hasta ahora; sefiala que en lugar de escribir y y x escribimos
s para el espacio y t para el tiempo]

47:14 E2: en este caso podria ser y = 2.13 - x?, en este caso con 25°?, porque es en este
caso que viene un valor constante de 2.13 ... El valor puede variar.

47: 45 |: ¢si el dngulo varia?
47:48 E2: el valor constante puede variar

[I sugiere probar con diferentes valores de inclinacidn y los estudiantes intentan usar Geo-
gebra]

48:20 B: [ininteligible] el nimero constante también depende del angulo

48:28 I: Repito porque habla en voz baja; dijo: si cambiamos el 4ngulo de 2870 [con los dedos
indice y medio simula una ampliacién de un anqulo], la constante cambia y se convierte en
2.36, pero siempre es 2.36.

48:45 E2: Podria ser y = kx?, donde k es la constante que varia con la inclinacién.
[I escribe la férmula en la pizarra]

48:53 |: B1 dice que podria ser una cosa asi, (donde k varia? ... [girando a E2]
49:00 E2: basado en inclinacidn

[I| repite sus palabras]

49:12 E2: en consecuencia, el espacio varia.

[l repite sus palabras]

49:19 E2: cambiando todos los coeficientes

49:26 |: podria ser correcto

[invita a todos a consultar con Geogebra si la férmula es correcta]

[en los ultimos 10 minutos, los alumnos: comprueban la férmula con varios dnqulos y obser-
van que k crece mientras el anqulo crece; observan que se puede encontrar k considerando
el valor de s para t = 1, o dividiendo por 2 las sequndas diferencias de s con la variacion



de t, segundas diferencias que asumen un valor constante igual a 2k; el grupo C considera
las parabolas de la grafica s = s(f) que se obtienen con dos valores de k vecinos: pare-
cen superponerse, pero al usar el zoom se dan cuenta de que las curvas son distintas; lo
describen diciendo que "la pelota siempre baja a la misma velocidad" y alguien sefala que
"tiene la misma tendencia'].

En esta parte tenemos la evolucién positiva del conflicto V&G, que concluyd la parte
anterior. Su superacidn tiene tres aspectos:

(i) el entretejido sinérgico (en el sentido descrito para el tercer ejemplo) entre G y V, y de
estos a su vez con T, cuya introduccidon ha sido solicitada por | varias veces;

(it) una comprension mas profunda de la covariacion s — t a través de la construccién de
una nueva formula que surge de las acciones epistémicas y semidticas generadas por la
sinergia V-G-T;

(iit) la generacidn (y comprensién) de una nueva covariacién de sequndo nivel mas compleja,
en la que también entra un parametro, que depende de la inclinacién del plano inclinado.

Esta parte tiene tres episodios.

En el primer episodio (43: 00-45: 25), un grupo describe el resultado de sus exploraciones
de la tabla en G y explica como puede aparecer una constante en la férmula, que en su lugar
no se mostré en el video y que E1 habia resaltado (43: 00-44: 04: G). Evidentemente, este
resultado es el resultado de una investigacion dirigida con G (2G). En 44:50 el estudiante
asume la no aleatoriedad del valor constante. En este punto (45:25) llega una nueva lectura
de lo que aparecié en V (®V), subrayada por la reescritura con un nuevo signo de la férmula
del video.

En el sequndo episodio (45: 55-49: 26) llegamos a la covariacién descrita en (iii). Varios
estudiantes encuentran que la constante depende del valor del angulo de inclinacion del
plano (46: 04-47: 48). La propiedad se experimenta en G con diferentes valores del angulo
(=G). La covariacién de segundo nivel se explica en 48:28 y 48:45 con contribuciones de
diferentes estudiantes. Se dan cuenta de que k es un pardmetro ( la constante cambia [con
el dngulo], pero siempre es 2.36). Estas ultimas intervenciones expresan la capacidad de los
estudiantes para leer la férmula s = kt* en un "nivel doble": en el primer nivel la covariacién
s, t;, en el sequndo nivel la covariacion de (s,f) y k.

El tercer episodio contiene varios refinamientos del resultado anterior esencialmente debido
a las re-lecturas de la formula F y a varias exploraciones en G, en las cuales tenemos ambos
modalidades en ambos casos: G, G, F>, >F.

El progreso de las distintas modalidades en los episodios de continuidad y discontinuidad
se resume en la Tabla 2.

En este episodio, segtin la ECTJ la covariacién de segundo orden se aborda en cuatro pasos
(I. 43:00; 1l: 43: 53-44: 50; Il: 45: 25-46: 04; IV: 47: 14-47: 4) y se logré completamente
en el tercer episodio (48: 20-48: 45).



Tabla 2: Continuidad y discontinuidad

entre artefactos en los diversos episodios

Discontinuidad G- > T> F> V> V&G
2 5 1 1 3 1

Continuidad G>» G »V F>» >F
2 3 1 1 1

4. Discusion

Donde llegamos

En este articulo, presentamos una introduccién didactica a la covariaciéon en matematicas.
Este objetivo planted inmediatamente cuatro tipos de problemas:

a) la conveniencia de un cuidadoso andlisis epistemoldgico y cognitivo del concepto de
covariacion;

b) la necesidad de desarrollar situaciones didacticas (en el sentido de Brousseau) que
permitan a los estudiantes desarrollar problemas de covariacion, definidos de acuerdo con
el estado analizado en a);

c) la importancia de definir el papel de las tecnologias en estas situaciones;

d) la necesidad de contar con herramientas para observar los fendmenos didacticos que
ocurren en clase con la propuesta de tales situaciones.

El articulo responde a estos cuatro puntos ilustrando las respuestas con un ejemplo, tanto
por razones de espacio como para no sobrecargar el hilo del discurso.

Para a): la covariacidn es una idea que estad presente en el pensamiento matemdatico mo-
derno, el nacimiento del &lgebra moderna y el pensamiento funcional relacionado con la
revolucion cientifica, un aspecto paralelo del cual es el analisis elemental del Célculo, y
especificamente del concepto de funcién. Como lo han demostrado varios estudios, este as-
pecto, con pocas excepciones, esta apenas presente en los libros de texto de matematicas,
que dan una definicién de funcién abstracta y estatica, o en el mejor de los casos se refieren
a la metafora de entrada-salida de las maquinas. No es una coincidencia que este enfoque
esté mas presente en los textos que tratan sobre problemas fisicos, bioldgicos, econémicos,
etc. en los que es necesario modelar fendmenos que evolucionan con el tiempo. Ast que pre-
ferimos considerar la covariacidn como una forma mas amplia de pensamiento, razonamiento
covariante, que considera los objetos matematicos considerando y buscando sus relaciones
mutuas.

Para b). A diferencia de otros tdpicos, el razonamiento covariante no se considera aqui
como limitado a la introduccién de funciones. Como se sefiala en a), tiene un valor epis-
temoldgico y cognitivo mucho mas amplio: su contraparte didactica estd constituida por la
forma covariante que se esconde detrds de la formulacién abierta de los problemas, que
contrasta la forma estandar generalmente presente en los libros de texto (‘muestra que" en



lugar de "explora"). La referencia a los objetos multiplicativos de Piaget y Lawvere ilustrd
los significados cognitivos y epistemoldgicos de esta eleccién diddctica, que reestructura las
situaciones didécticas para poner en juego el razonamiento covariante en general, incluido,
por supuesto, un enfoque no estético de las funciones conjunto.

Para c): tratar con la covariacion en un entorno de papel y lapiz es muy abstracto y pue-
de ser dificil de entender: por ejemplo, las barreras cognitivas pueden atribuirse a lo que
algunas personas llaman confusién entre vias y trayectorias en el caso de que se consi-
deran cronogramas (pero esto también puede aparecer en otras situaciones). La tesis del
articulo es que la covariacion se puede abordar con cierto éxito desde los primeros afios
de la escuela utilizando herramientas tecnoldgicas. De este modo se ha introducido la co-
variacion instrumentada. De hecho, es posible concebir situaciones educativas en las que
el razonamiento covariante se produce mediante una mediacién adecuada de herramien-
tas tecnoldgicas en las que se explota su potencial semidtico para producir una forma de
covariacion instrumentada.

Para d). Los diversos ejemplos ilustran la complejidad de los fendmenos de enseiianza /
aprendizaje relacionados con la covariacidn instrumentada. No solo las herramientas tec-
noldgicas desempefan un papel esencial en esto, sino todos los recursos semidticos utili-
zados: desde el discurso verbal hasta inscripciones (esbozos, formulas), gestos, etc. Hemos
visto como es la competencia entrelazada, a veces conflictiva, a veces sinérgica, de todos
estos recursos, la que estimula y apoya los procesos de aprendizaje de los estudiantes.
También hemos visto que el papel del profesor es crucial para estimular, apoyar y quiar
estos procesos. En otros trabajos, he introducido una herramienta de anélisis semidtico
adecuada para leer la estructura y dindmica de este complejo entrelazamiento de recursos
semioticos presentes en el aula: el haz semidtico ("semiotic bundle' en inglés: Arzarello,
2006). Esto amplia la nocidn del sistema semidtico clasico para sistemas de signos co-
mo gestos e inscripciones, todos presentes en los procesos observados en el aula, como
lo ilustra abundantemente la literatura. El haz semidtico es una estructura dinamica que
integra todos estos recursos semioticos en un solo todo, considerando tanto las relaciones
mutuas entre ellos como su evolucién en el tiempo. En este sentido, es una generaliza-
cion del estudio por parte del sistema de gestos y discursos de McNeill (1992) y otros,
porque por un lado integra en el modelo no solo el habla y los gestos, sino también las
inscripciones (de formulas a las graficas) en las que se basa el pensamiento matematico.
Por otro lado, presenta un modelo que evoluciona con el tiempo: debido a su estructura
rica, el modelo de haz semiético permite capturar la dindmica compleja del pensamiento
matematico en variables observables cuando ocurren en una situacién de interaccion, y asi
hacerlas accesibles a la investigacién cientifica. Naturalmente, para lograr esto, también es
necesario filmar con varias cdmaras lo que sucede en las interacciones en clase entre los
estudiantes y entre los estudiantes y los profesores, mientras se mantiene un registro de
sus producciones escritas. En el anélisis final de estos documentos, también utilizamos el
modelo de microgénesis de un problema adaptado de las investigaciones de Saada—Robert
(1989). Desafortunadamente, el espacio permitido no nos permite ilustrar este aspecto aqui.



A donde nos gustaria llegar

Hay diferentes problemas que deja abierta esta investigacién. Por un lado, necesitamos
una mayor coleccion de datos sobre el trabajo en el aula, que se centre en la introduccion
del razonamiento covariante para proporcionar mas informacién sobre la dindamica de su
aprendizaje, especialmente sobre las dificultades de los estudiantes, y posiblemente en
ingenieria didactica apropiada para superarlos. Por otro lado, es importante desarrollar
una profundizacidn cognitiva y epistemolégica de la nocidn de covariacién: por ejemplo, las
ideas de Piaget y Lawvere sobre los objetos multiplicativos deben estudiarse en relacidn
con los procesos de resolucion especificos de problemas abiertos y los fendmenos de la
microgénesis de la representacion de un problema, discutidos por Saada—Robert (1989).

Reconocimiento. Agradezco al Dr. Eduardo Basurto y a todo el equipo del XV CIAEM
por el paciente trabajo de revisar mi pobre espafiol, tanto por la presentacion durante la
conferencia como por la preparacion de este texto.
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