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RESUMEN

El presente trabajo tuvo como objetivo analizar los hébitos de pensamiento matematico que los estudiantes desarro-
llan cuando trabajan en la resolucién y propuesta de problemas de optimizacién en un entorno de geometria dind-
mica. Se asume la resolucién y formulacion de problemas matemdticos como una ruta de pensamiento en la que el
estudiante muestra habitos, recursos, estrategias y una disposicion para comprender ideas y conceptos. Actualmente,
la investigacién sobre los procesos de resolucion y formulacién de problemas incorpora el uso de tecnologias digita-
les; por ello, es interesante conocer las actividades matematicas derivadas del uso de dichas tecnologias. Se analizé
el proceso de resolucién y formulacién de problemas llevado a cabo por seis estudiantes inscritos en un curso de
cdlculo en el primer semestre de una carrera de ciencias, considerando cuatro fases: orientacion, conexion, genera-
cién y reflexion. Los datos mostraron los hdbitos de pensamiento matemadtico que emergieron durante la resoluciéon
y formulacién de problemas. El principio de problematizacion contribuy6 al desarrollo de hdbitos como analizar un
problema desde diferentes enfoques y formular conjeturas. Las evidencias recabadas mediante los protocolos de
construccion en GeoGebra permitieron identificar actividades matematicas relacionadas con el uso de la tecnologia,
como descubrir relaciones, probar y verificar conjeturas, reemplazar cdlculos extensos por otros realizados con tec-
nologias digitales y confirmar resultados obtenidos analiticamente.

Palabras clave: Tecnologias digitales, recursos matemadticos, trayectorias de aprendizaje.

ABSTRACT

The objective of this work was to analyze the mathematical thinking habits that students develop when they work on
solving and proposing optimization problems in a dynamic geometry environment. The resolution and formulation
of mathematical problems is assumed as a route of thought in which the student shows habits, resources, strategies
and a disposition to understand ideas and concepts. Currently, research on problem solving and formulation process-
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es incorporates the use of digital technologies; therefore, it is interesting to know the mathematical activities derived
from the use of these technologies. The process of problem solving and formulation carried out by six students en-
rolled in a calculus course in the first semester of a science degree program was analyzed, considering four phases:
orientation, connection, generation and reflection. The data showed the mathematical thinking habits that emerged
during problem solving and formulation. The principle of problematization contributed to the development of habits
such as analyzing a problem from different approaches and formulating conjectures. The evidence collected through
the construction protocols in GeoGebra made it possible to identify mathematical activities related to the use of tech-
nology, such as discovering relationships, testing and verifying conjectures, replacing extensive calculations with
others performed with digital technologies, and confirming results obtained analytically.

Keywords: Digital technologies, mathematical resources, learning trajectories.

1. INTRODUCCION

La investigacion en resolucion de problemas ha tenido diferentes orientaciones, como se
puede constatar en revisiones sobre este tema publicadas desde hace décadas.

Schoenfeld (1992) identifica un consenso sobre la importancia del método de indaga-
cién para el pensamiento matemdtico y la resolucién de problemas, asi como un acuerdo en
cinco aspectos de la cognicién que influyen en la resolucion de problemas: el conocimiento
base, las heuristicas, el monitoreo y control, las creencias y afectos, y las practicas. Lester
(1994) encontr6 en la década de los ochenta un interés por los problemas variables: en con-
tenido y contexto, en estructura, en sintaxis y en heuristicas para resolver los problemas;
distinciones entre resolutores expertos y novatos, disefio de instruccion via la resolucion de
problemas y el estudio de la metacognicién. Koichu (2014) sefiala que la resolucién y formula-
cion de problemas, que incluyen la conjetura y la prueba, son actividades esenciales en la ma-
tematica, por lo que se espera que también lo sean en la educacién matemadtica. Afirma que, a
partir de secuencias de preguntas en las clases de matematicas, es posible brindar experiencias
de resolucion de problemas similares a las de los matemadticos, y estas experiencias benefician
y promueven la comprensién de conceptos en los estudiantes. Sidenvall (2019) realiz6 una re-
vision de literatura en siete revistas indexadas publicadas entre 2000 y 2016 para caracterizar
los disefios de ensefianza orientados para favorecer habilidades de resolucién de problemas y
razonamiento en los estudiantes. El autor identificé cuatro herramientas tedricas utilizadas
para este fin: trayectorias hipotéticas de aprendizaje, educacién matematica realista, teoria de
situaciones diddcticas y zona de desarrollo proximo. Por su parte, Santos-Trigo (2024) llevé a
cabo una revision de articulos publicados en revistas indexadas y libros recientes sobre resolu-
cion de problemas matematicos, asi como de publicaciones de investigadores reconocidos en
el campo, su objetivo fue identificar las tendencias y direcciones de la investigacion reciente
en resolucion de problemas en la ensefianza de las matemadticas. Reconoce a la formulacion
de problemas matematicos y su resolucién como actividades que organizan las propuestas
curriculares y los entornos de aprendizaje de las matematicas, en donde el uso de tecnologias
digitales tiene un papel principal en las formas de plantear y abordar los problemas debido al
tipo de representaciones, la exploracion y el razonamiento que con ellas logran los estudiantes
durante los procesos de resolucion.

Santos-Trigo (2024) menciona que cuando se asume un entorno de enseflanza y apren-
dizaje de las matematicas basado en la resolucion de problemas, implicitamente se considera
que la disciplina contribuye al desarrollo de las practicas matematicas en los estudiantes o
habitos de razonamiento matematico. En este enfoque, los estudiantes deben conceptuali-
zar y percibir su propio aprendizaje como un conjunto de dilemas que son representados,
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explorados y resueltos a partir de recursos matemadticos y de estrategias, esto se conoce como
principio de problematizacion. Las experiencias de los estudiantes durante la resolucién de los
problemas reflejan una forma de pensar que se manifiesta en las actividades que realizan a
lo largo de todas las fases de resolucion de los problemas. El mismo autor sefiala que, de esta
forma es posible desarrollar habitos matemdticos como buscar diferentes maneras de modelar
y explorar los problemas, formular conjeturas, buscar argumentos para sustentarlas, com-
partir soluciones, defender sus ideas y desarrollar un lenguaje adecuado para comunicar sus
resultados.

Recientemente Santos-Trigo (2023) menciona que el uso de tecnologias digitales en
el aula de matemadticas ha abierto nuevas lineas de investigacion en las que se analiza, entre
otros temas, sobre el razonamiento y procesos de resolucién de problemas. Autores como Koi-
chu (2014) y Santos-Trigo, (2023) sefialan que la investigacidn en resolucion de problemas ha
entrado en un nuevo ciclo de desarrollo, para dar respuestas nuevas a viejos problemas, sobre
todo cuando se utilizan tecnologias digitales, que a decir de Santos-Trigo, brindan nuevas for-
mas de trabajar en la resolucion de problemas matemdticos y de recopilar y analizar informa-
cion durante los procesos de resolucion.

De las investigaciones revisadas, se desprenden algunas preguntas: ;Cémo caracterizar
e identificar las préacticas matemadticas que los estudiantes ponen en juego cuando usan tec-
nologias digitales al resolver problemas? ;De qué dependen que existan diferentes formas de
explorar y resolver un problema? ;Cémo se conceptualiza el aprendizaje de la matemadtica?

El conocimiento de los estudiantes se identifica como un elemento importante a con-
siderar, también lo es el principio de problematizacion que contribuye para que los estudian-
tes se involucren en actividades de resolucién de problemas matematicos. Este como se ha
mencionado, sigue un método de indagacion o inquisitivo que se expresa mediante preguntas
que los estudiantes plantean y persiguen para profundizar en el significado de los conceptos,
representaciones, exploraciones, operaciones, y para trabajar en tareas matemadticas (San-
tos-Trigo, 2020). Es en esta direccion que se desarrolla la investigacién que aqui se reporta y
que tuvo como objetivo analizar pricticas matemadticas que los estudiantes desarrollan cuando
trabajan en la resolucion y propuesta de problemas de optimizacién en un ambiente de geome-
tria dindmica.

2. ELEMENTOS TEORICOS

La resolucion de problemas ha sido una parte importante del curriculum en matemati-
cas y también un enfoque de ensefianza y aprendizaje en diferentes partes mundo (Toh et al.,
2023). De acuerdo con investigadores como Santos-Trigo (2024) en este subyacen principios
comunes, uno de ellos es una conceptualizacién del aprendizaje de las matemadticas como
una disciplina que privilegia el desarrollo de pricticas matemdticas o hdbitos de pensamiento
matemadtico; dentro de ellas se reconoce buscar formas distintas de modelar y explorar los
problemas, formular conjeturas y argumentos que las respalden, defender las ideas y desarro-
llar un lenguaje adecuado para comunicar los resultados. Asi mismo, concibe la resolucién de
problemas matemadticos como una ruta de pensamiento en la que el estudiante exhibe habitos,
valores, recursos, estrategias, y una disposicion consistente con la prictica matemaética orien-
tada a la comprension de ideas y conceptos (Santos—Trigo, 2020). El autor asume que hay
varias rutas para que el estudiante desarrolle pensamiento matemadtico, pero establece como
una caracterfstica esencial de todas ellas, el brindar oportunidades para que los estudiantes
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reflexionen sobre los problemas, situaciones, contenidos, y conocimiento en términos de pre-
guntas que necesitan respuesta.

Un método con las caracteristicas anteriores fue propuesto por Pdlya (1945) quien rea-
liz6 un extenso estudio de métodos de solucion de problemas, de este establecid cuatro etapas
por la que transita un resolutor de problemas: entender el problema, idear un plan de solucién,
llevar a cabo el plan y realizar una retrospeccion. Toh et al. (2023) relacionan la etapa de re-
trospeccion del modelo de resolucion de problemas de Pélya con la formulacién de problemas.
Enfatizan la importancia que la formulacién tiene en las practicas de los matematicos, esta es
una razén por la que también la tiene en la educacién matematica.

La formulacién de problemas, de acuerdo con Cai y Rott (2023) puede verse como un
tipo de resolucion de problemas, en el sentido de que a los estudiantes se les proporciona in-
formacion y el objetivo es que formulen y resuelvan problemas. Cai y Rott (2023) proponen
un modelo del proceso de formulacion de problemas, semejante al proceso de resolucion de
problemas de Pdlya (1945). Cuenta también con cuatro fases: orientacion, conexion, genera-
cién y reflexion. La orientacion corresponde a la comprension de la situacion; entender los
datos involucrados y los requerimientos que se solicitan. La segunda fase es la conexion; en
ella se identifican posibles conexiones, se proponen conjeturas y se desarrollan ideas para pro-
poner nuevos problemas. En la fase de generacion se realiza una representacion externa de las
conexiones llevadas a cabo en la fase de conexidn, mismas que pudieron ser mentales. En la
fase de reflexion es posible reformular un problema, esto implica monitorear y evaluar lo que
se realizé durante la formulacion.

Hoy en dia, la investigacién sobre los procesos de resolucion y formulacion de problemas
ha considerado el uso de tecnologias digitales, dado el conjunto de herramientas que brindan
para que los estudiantes realicen modelos dindmicos y utilicen estrategias como el arrastre de
objetos de manera intencional, la cuantificacion de atributos, el trazo de lugares geométricos, el
uso de deslizadores, etc.. para explorar y resolver los problemas (Santos-Trigo, 2023).

Zbiek, et al. (2007) distinguen dos dimensiones de las tecnologias digitales relacionadas
con la actividad matemadtica que se realiza con ellas, una técnica y otra conceptual; la primera
se refiere a las acciones que se realizan mediante las herramientas de las tecnologias digitales
sobre los objetos matemadticos como medir, calcular una integral, o sobre las representaciones
de esos objetos, como las construcciones geométricas. La segunda involucra comprension,
comunicacidn, el reconocimiento de conexiones matematicas, estructuras y relaciones; como
encontrar y describir patrones, conjeturar, generalizar, abstraer y conectar representaciones.
Los autores advierten del riesgo de ver a la actividad técnica como mecdnica o carente de
significado, y en contraste, a la actividad conceptual como generadora de aprendizaje signifi-
cativo. Al respecto mencionan que la actividad técnica puede implicar una combinacién de ac-
ciones mecdnicas rutinarias guiadas por el razonamiento conceptual y que esto impide trazar
una linea clara entre la actividad técnica y la conceptual que diferencie cudl de ellas tiene mas
significado matemdtico.

Los autores identifican en el trabajo de Borwein y Bailey (2008) actividades matemd-
ticas que se derivan de formas de uso de las tecnologias, como: a) obtener ideas; b) descubrir
patrones y relaciones; c) graficar para identificar principios matemdticos; d) probar y verificar
conjeturas; e) explorar un posible resultado y reconocer si requiere una prueba formal; f) su-
gerir enfoques para la prueba formal; g) reemplazar cdlculos extensos por otros realizados con
las tecnologias digitales; y h) confirmar resultados obtenidos analiticamente.
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3. METODOLOGIA

La investigacion se ubica en una perspectiva cualitativa, mediante un estudio de caso en
donde participaron seis estudiantes que llamaremos D, F,1,J,M y S, de 18 y 19 afios, inscritos
en un curso de cdlculo en el primer semestre de una carrera de ciencias.

Se reporta el trabajo realizado en dos sesiones de dos horas cada una, los datos fueron
analizados de acuerdo con las fases propuestas en el modelo de Cai y Rott (2023). El andlisis
de la primera sesion corresponde a la fase 1 de orientacidn; el andlisis de la segunda sesién a
las fases 2, 3 y 4, de conexion, generacion y reflexion, respectivamente.

Primera sesién.

Fase 1. Orientacion.

Se llevé a cabo en forma presencial y de trabajo individual, se pidi6 a los estudiantes
que resolvieran un problema de optimizacién, que llamaremos problema inicial (Figura 1).

Figura 1. Problema inicial.

Construir una caja de base rectangular sin tapa a partir de una lamina de
carton de 6x10cm recortando un cuadrado en cada esquina y doblando sus
lados. Determinar la longitud del lado del cuadrado de corte para el cual la

caja formada tiene un volumen maximo

Fuente: Elaboracion adaptada de Stewart (2008, p. 328).

También se solicito realizar la Tarea 1 (T1) que consisti6 en construir una animacién en
GeoGebra que simulara el problema inicial, con una vista grifica en la que se visualizara la
construccion de la base rectangular y los cuadrados de corte en las esquinas y con una vista
3D en la que se visualizara la simulacién de la caja.

Se proporcionaron seis instrucciones esenciales y dos opcionales para realizar la simu-
lacioén, estas dltimas con la finalidad de detallar mas la simulacion resultante. Las instruccio-
nes se presentan en la Tabla 1 y hacen referencia a la Figura 2.
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Tabla 1. Instrucciones para construir la caja.

Esenciales Opcionales

Construccién de un rectdngulo fijo de valores Interseccion de los vértices del cuadrado de corte
en el primer cuadrante del plano cartesiano. con los lados del rectdngulo inicial, puntos 1y J.
Relacién de una variable con la longitud del Trazo discontinuo de los segmentos JE y EI que for-
corte y especificacién de su rango. man el cuadrado de corte.

Ubicacion de coordenadas E,F,G,H de los vérti- Repeticion de los puntos anteriores para las tres es-
ces de un rectangulo dindmico. quinas restantes.

Localizacion de al menos una coordenada en la
vista 3D (esquinas de la caja que formardn su
altura).

Construccion de la caja vinculada al deslizador.

Generacién de un texto dindmico que muestre
el volumen en tiempo real de la caja.

Fuente: Elaboracién propia.

Figura 2. Base de la caja rectangular indicando los cuadrados de corte y las
pestaias de doblez.

° °
o L )
° o

Fuente: Elaboracién propia.

Para analizar el trabajo de los estudiantes en esta fase de orientacidn, se elabord un
instrumento de recoleccion de evidencias que identifica la relacion del concepto matemati-
co con la herramienta de GeoGebra utilizada y su objetivo de uso (Tabla 2). En el caso de
que el estudiante logre de manera auténoma o con alguna explicacién breve del profesor, la
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identificacion y relacién de cada concepto matemadtico con alguna herramienta de GeoGebra
que lo represente, se dird que el estudiante desarroll6 una comprension del problema inicial.
En caso contrario, se dird que el estudiante no logré una comprension de la situacién inicial.
El instrumento toma en cuenta s6lo los pasos esenciales para la construccién de la caja.

Tabla 2. Instrumento de recoleccién de evidencias para la fase de
orientacion.

Herramienta de GeoGe-
bra

Objetivo de su uso
representado mediante una
construccion en GeoGebra

Concepto matematico

Herramienta de poligono.

Deslizador definido en un
intervalo.

Punto, vista 2D generado
desde la barra de entrada y
vinculado al deslizador.

Punto, vista 3D generado
desde la barra de entrada y
vinculado al deslizador.

Construccion
del rectangulo fijo.

Determinar la longitud de los
lados del cuadrado de corte.

Generacion de coordenadas
dindmicas de las esquinas del
rectangulo dindmico en R

Construccion de coordenadas
dindmicas en R3.

Rectangulo
de 10x6 unidades.

Variable y su dominio.

Coordenadas en R?.

Coordenadas en R3.

. . Construccion de las paredes
Herramienta poligono o

5 . . para formar la caja en R®. Ge- Prisma rectangular
herramienta prisma. S .
neracion directa del prisma.
. . La variable guarda el valor del Férmula del volumen
Variable y un texto vincula- . .
6 volumen y el texto vinculado a de un prisma rectan-
do aesta. .
la variable lo muestra. gular.
Fuente: Elaboracion propia.

Segunda sesion

Fase 2. Conexion.

Los estudiantes trabajaron en dos equipos de forma remota via Zoom. En esta sesion se
les solicité compartir sus soluciones al problema inicial, Tarea 2 (T2), y formular por equipo
al menos dos conjeturas a partir del problema inicial, Tarea 3 (T3).

290&9
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Aunque se dio seguimiento a los seis estudiantes, el foco de esta investigacion estd en
el trabajo del equipo P integrado por los estudiantes D, F y J, cuyos procesos para llegar a la
solucidn del problema inicial, a diferencia del resto del grupo, presentaron variantes en sus de-
sarrollos algebraicos y en sus construcciones en GeoGebra.

Se disefid un instrumento (Tabla 3) para documentar los conceptos matemadticos identi-
ficados en el problema inicial, los que relacionan con su actividad, las conexiones que identifi-
can con otros temas para la formulacién de un nuevo problema a partir del problema inicial y
las conjeturas generadas en este nuevo contexto.

Tabla 3. Conexiones de conceptos matematicos y conjeturas para nuevos
problemas.

Relaciones y conexiones
con nuevos conceptos Conjeturas y esbozo
y reformulacién de nuevos problemas

de problemas

Identificacion de conceptos
matematicos del problema
inicial

Fuente: Elaboracion propia.

Esta fase de conexion se considera exitosa si el equipo presenta al menos dos esbozos
de nuevos problemas relacionados con el inicial, y conjeturas sobre estos. En caso contrario,
se dird que los estudiantes no tuvieron éxito en esta fase. La razén de pedir al menos dos pro-
blemas se debe a que es probable que en uno de ellos cambien las dimensiones del rectdngulo,
lo cual no da evidencia de nuevas conexiones o relaciones con otros conceptos matematicos,
por lo que se espera que en el segundo se cuente con mas informacion.

Fase 3. Generacion.

Esta fase implica que los estudiantes externalizan las conexiones potenciales realizadas
(conscientes o inconscientes) en la fase anterior. Es decir, la generacion es un proceso cogni-
tivo que implica creatividad y el surgimiento de ideas para la creacién de nuevos problemas.
Aqui pueden realizar variaciones del problema inicial o proponer nuevos problemas vagamen-
te relacionados con este; también, se pueden probar las conjeturas de la fase anterior para ver
si se cumplen o no, aunque el modelo no exige que se resuelvan los problemas formulados.
Para fines de esta investigacion, se acord6 que el equipo tendria que resolver los problemas
que formulara. De modo que, esta fase se considera exitosa si el equipo formula y resuelve al
menos dos problemas a partir del problema inicial. El anélisis de esta fase se realizé a partir
de los protocolos de construccion de GeoGebra.

Fase 4. Reflexion.
En esta fase se revisa y evalda el proceso de formulacién de nuevos problemas

a partir del problema inicial, se reflexiona sobre lo que se ha aprendido, mediante un
proceso metacognitivo que incluye el monitoreo de lo que se hizo durante el proceso de
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formulacién del problema (Erkan y Kar, 2022). Para el andlisis de esta fase se elaboré un
instrumento (Tabla 4).

Tabla 4. Instrumento de analisis.

Estrategias en la
formulacién y la resolucion
de problemas

Conceptos identificados en Refinamiento de los problemas
la formulacion de problemas y conjeturas

Fuente: Elaboracion propia.
Instrumentos de recoleccion de datos
e Instrumento de recoleccion de evidencias (Tabla 2).
e Preguntas y notas realizadas por los investigadores.

e Protocolos de construcciéon de GeoGebra sobre el problema inicial y los nuevos
problemas.

e Archivo digital de la grabacién de la segunda sesion.
e Conexiones de conceptos matemdticos y conjeturas en nuevos problemas (Tabla 3).
e Instrumento de analisis (Tabla 4).

e Entrevistas semiestructuradas a los participantes.

4. ANALISIS DE LOS DATOS

Fase 1. Orientacion

Los participantes contaban con poca o nula experiencia en el uso de GeoGebra, por
lo que se les proporcioné un video (J.G. Herrera, comunicacién personal, 17 de septiembre
de 2024) en donde se les mostré cémo utilizar algunas herramientas bdsicas: crear puntos,
deslizadores, poligonos, acceder a propiedades de los objetos, entre otras, que se consideraron
necesarias para simular la situacién inicial.

Aunque el video les ayudo a familiarizarse con el ambiente de GeoGebra, esto no fue
suficiente para que los participantes logran establecer la relacién de una variable con un desli-
zador (Paso 2 de la Tabla 2); tampoco lograron vincular el deslizador con las coordenadas del
rectdngulo dindmico (Paso 3 de la Tabla 2), por lo que, el profesor intervino para apoyarlos
como se muestra en las siguientes interacciones:
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Profesor: (Les costo trabajo pasar de lo matematico al ambiente de GeoGebra? O sea,
(,coémo identificar los elementos matemadticos en GeoGebra? Por ejemplo, la
variable... ;cémo se interpret6 eso?

Estudiante S: (Esa asociacién? A mfi si, un poco. No supe como relacionar el deslizador.

Estudiante F: No me hacfa sentido la relacion del deslizador y la variable y las coordena-
das. No estamos familiarizados con el sistema.

Estudiante J: Si, no se me ocurrié como.

Después de la intervencion del profesor, los seis estudiantes lograron realizar los pasos
para llegar a la solucién del problema inicial. En los protocolos de construccién de cada estu-
diante fue posible identificar conceptos matemadticos aludidos y las herramientas de GeoGe-
bra utilizadas para llegar al resultado solicitado.

A continuacién, se muestra parte de los protocolos de los estudiantes D, F y de la estu-
diante J, cuyos procesos, como se menciond previamente, presentaron variantes en sus desa-
rrollos algebraicos y en sus construcciones.

Estudiante D:

El protocolo de construccion del estudiante D cumplié todos los pasos del instrumento de

recoleccion de evidencias (Tabla 2), se muestran los mas importantes (Tabla 5).
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Tabla 5. Protocolo de construccion del estudiante D.

Herramienta Construcciéon en Geo- Concepto

de GeoGebra Gebra matematico

Creacién de puntos

dindmicos: d ) Coordena-
H = (d-e,c-e), o h A
E = (eq-c) dasen2Dy
o : ‘ rectdngulo
3 = - a 1 g c . .
GF _(?eee’f) RS P inscrito en
- b t 7
Generacion de poli- B c re(;;?gi 11110
gono dindmico ? ERREEARLEEERERd AR Ea
E F G H
Generacion del
4 punto dindmico Coordenada
en vista 3D en 3D
L= (eee)
Creacion de Prisma
5 prisma dindmico
(FGHEL) rectangular
Generacion de
la variable j que
guarda el valor i=tee Volumen del
6 del volumen = L9 . E)r;s. ma.. .
en un texto J=7%8
dindmico

Fuente: Elaboracion propia.

El estudiante D se centré mds en las herramientas de GeoGebra que en los elementos
matemdticos involucrados. Por ejemplo, para calcular la coordenada dindmica H (Paso 3),
utilizo los segmentos d y ¢ cuya longitud es asignada de manera automadtica por el sistema, a
diferencia de sus compafieros que escribieron las coordenadas en términos de la medida de
los lados del rectangulo inicial y el valor del deslizador. De forma similar, utiliz6 los valores
de los segmentos f, g y e para calcular el volumen del prisma (Paso 6) como el producto f e
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g * e, en lugar de buscar la representacion algebraica v = (10-2¢) (6-2¢)e como otros de sus
compafieros.

Para generar la caja, el estudiante D sélo calcul6 las coordenadas del vértice principal (e,e,e)
en R* y utilizé la herramienta prisma para generar el prisma rectangular, esto es, no calcul6 las
cuatro coordenadas que formarian la altura de la caja y las paredes correspondientes. El volumen
maximo de la caja obtenido fue v = 32.83 ¢m?, con cortes de 1.2 cm (Figura 3).

Figura 3. Construccion final del estudiante D.

e=12
8 —_——
A d D
h
4
al ey gl ¢
=
f c
2 0 2 4--1b-{-6 8 12 4
-2 V = 32.83m°
6

Fuente: Elaboracién propia.

Estudiante F:

El estudiante F (Tabla 6), dio prioridad a las relaciones y cdlculos algebraicos para
determinar las coordenadas 2D, 3D y el volumen del prisma rectangular (pasos 3, 4, 5y 6).
Esto es, tomando como variable al deslizador /4, calcul6 la longitud de los lados del rectingulo
dindmico (verde), determiné las coordenadas de los puntos del rectangulo dindmico y el vo-
lumen de la caja. Las herramientas de GeoGebra ayudaron para que visualizaran la construc-
cion de la caja y verificaran que los cédlculos realizados con ldpiz y papel fueran correctos.
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Tabla 6. Protocolo de construccién del estudiante F.

Concepto ma-

Paso | Herramienta de GeoGebra Construccion en GeoGebra tematico

Coordenadas en

Creacién de puntos D Cc 2Dy
dindmicos: d recténgu]o
H=(10-h,6-h) Jo———y" inscrito en rec-
3 I=(10-hh) Lam | i tangulo inicial
J=(h,6-h) G Eeg = 3
Generacion de poligono A b B
dindmico J, H, I, E 0 2 4 s s 1
Generacion de los puntos CO(:: (;,rlljadas
dindmicos en vista 3D:
4 K = (h,h,h)
L = (h,6-h,h)
M= (10-h,h,h)
N = (10-h,6-h,h)
Generacion de la variable . : dZ;)lurrir::a
6 e para guardar el valor del e tomEmorzhn ' P

= 3283

volumen

Fuente: Elaboracién propia.

En el paso 3, el estudiante F realiz6 los pasos opcionales de creacién de los puntos di-
namicos del cuadrado de corte de la esquina inferior izquierda, puntos F = (h, 0) y. G = (0, h).

Estudiante J:

La estudiante J (Tabla 7), a diferencia de D y F, ubic6 un rectdngulo base (amarillo) en
el primer cuadrante del plano y con todos sus vértices fuera del origen.

Tabla 7. Protocolo de construccion de la estudiante J.

Protocolo Concepto

o Construccion en GeoGebra A
de construccion matematico

4 Generacion de los Coordenadas en 3D
puntos dindmicos en la
vista 3D:
H=(1+b,1+b,b)
I=(11-b,1+b,b)
M=(1+b,7-b,b)
N=(11-b,7-b,b)

Fuente: Elaboracién propia.
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Al igual que el estudiante F, la estudiante J se centré mds en las relaciones o cdlculos
matemadticos; sus protocolos fueron idénticos. Sin embargo, mover la ubicacién del rectdngulo
base del origen le generd una dificultad mayor, esto no fue obstdculo para que la estudiante
lograra llegar al resultado solicitado.

Fase 2. Conexién

En esta fase comenz0 el trabajo en equipo de las tareas T2 y T3. Mediante un anélisis
retrospectivo el equipo P formado por los estudiantes D, F y J, identificaron los conceptos
matematicos que intervinieron en la resolucién del problema inicial y que se relaciona-
ban con los contenidos del curso de cdlculo. Ademds identificaron conceptos como el de
ecuacién cuadrdtica y cibica en sus cdlculos algebraicos, o conceptos como el de domi-
nio, variable y rango al modelar la funcién a optimizar, entre otros. Formularon un par de
conjeturas y esbozaron dos nuevos problemas a partir de la inicial. Posteriormente, discu-
tieron posibles relaciones y conexiones de los conceptos identificados con los problemas
formulados en T3, y en algunos casos evidenciaron la necesidad de integrar conceptos no
considerados hasta el momento, a saber, las formulas del 4rea del circulo y del volumen del
cilindro, como se presenta en la Tabla 8.

Tabla 8. Conexiones de conceptos matematicos y conjeturas para nuevos
problemas.

Conceptos matematicos Relaciones y conexiones con Conjeturas y esbozo de

del problema inicial nuevos conceptos nuevos problemas

Si el rectangulo inicial se cam-

Dominios de las nuevas bia a un cuadrado entonces el
variables volumen maximo del prisma

generado serd el del cubo

Dominio de la variable

Si metemos un cilindro en el

prisma, el volumen maximo

del cilindro se alcanza en el

Rango de una funcién Rango de una funcién momento en el que el prisma

alcanza su volumen maximo.

En este caso el prisma serd un
cubo
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Conceptos matematicos Relaciones y conexiones con Conjeturas y esbozo de
del problema inicial nuevos conceptos nuevos problemas
Area de un rectangulo y Area de un cuadrado, de un
volumen de un prisma circulo, volumen de un cilindro
rectangular y de un cubo
Concepto de funcién Optimizacién de funciones
Maéximos y minimos Valores méximos y minimos de
de funciones las nuevas funciones
Nuimeros positivos Nuevos célculos algebraicos

Derivadas y ecuaciones
lineales, cuadraticas y ctbicas

Fuente: Elaboracion propia.

En la primera conjetura, consideraron que las dimensiones del cuadrado base serfan de
de 8 x 8,y que la funcion a optimizar era v (e) = (8 — 2e¢)’, donde, “e” representa el desliza-
dor o variable de corte. En la segunda, dedujeron que las dimensiones del cilindro requerido
contenido en el prisma serian heredadas del cubo de volumen maximo, esto es, el radio del

cilindro serfa la mitad del lado del cuadrado base que generard el prisma de volumen méximo.

Fase de generacién

Esta fase implica la externalizacion de nuevos problemas que son compartidos entre los
equipos (Figura 4).

Figura 4. Primer problema del equipo P.

Construir una caja de base cuadrada sin tapa a partir de una ld&mina de cartén de 8 x 8 cm
recortando un cuadrado en cada esquina y doblando sus lados. ;Cual debe ser la longitud

del lado del cuadrado de corte para que la caja formada tenga un volumen maximo?

Fuente: Elaboracion propia.

En esta fase las ideas que no han sido expresadas de manera consciente pueden revelar-
se como ocurrié con el equipo P en el segundo problema, en donde se propusieron investigar
sobre el espacio libre contenido entre el prisma y el cilindro (Figura 5).
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Figura 5. Segundo problema del equipo P.

Calcular es el volumen maximo posible del cilindro, estando este contenido dentro del
prisma del problema anterior [el de volumen maximo], de tal manera que queremos

obtener el minimo volumen libre que queda o que sobra dentro de la caja.

Fuente: Elaboracién propia.

Para analizar la resolucién de los problemas formulados, se revisaron los protocolos de
construccién. El equipo P realizé una distribucion de tareas, dos de los integrantes realizaron
los cdlculos algebraicos en papel, mientras que el otro integrante la simulacion en GeoGebra. La
formulacién del primer problema y su conjetura los condujo a la optimizacién de la funcién v (e)
= (8 — 2¢)’. Al usar derivadas, llegaron a la solucién tnica de e = 4, al relacionar que e represen-
taba el valor de corte, identificaron que con ese resultado el volumen generado era 0, y el cubo
desaparecia en el sistema de geometria dindmica. Esto los llevé a reconocer que la funcién v (e)
= (8 — 2¢)’ no era la que debian optimizar, sino v (¢) = (8 — 2¢)* (¢). Al usar derivadas obtuvieron
que el volumen médximo se obtendria con un valor de e =4 0 e = 4/3 = 1.3, seleccionaron el valor
e = 1.3,y con este obtuvieron un volumen maximo de 37.9 u? (Figura 6).

Figura 6. Resultado del primer problema formulado del equipo P.

V 37.91m? d 0

Fuente: Elaboracién propia.

El problema que propusieron estd dado en centimetros (cm) en su animacion escribieron metros
(m). Por lo que se consider6 hacer referencia a este dato simplemente como unidades ctbicas.

En seguida regresaron a la simulacion y movieron el deslizador hasta generar un cubo (Fi-
gura 7), al lograrlo se percataron de que el volumen de esta figura era de 18.96 u’, y que este co-
rrespondia a un corte de e = 2.66, de esta forma rechazaron la conjetura que habian realizado.
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Figura 7. Resultado del primer problema formulado del equipo P.

WiV, =18.96m>

e=2667

2 0 2 b 6 10 12

Fuente: Elaboracién propia.

Respecto al segundo problema formulado, la construccién del equipo P incorporé dos
conceptos matemdticos adicionales, el de drea del circulo y volumen del cilindro. El equipo se
dio cuenta de que ya no era necesario optimizar una nueva funcién, ocuparon la informacién del
primer problema formulado, esto es, calcularon el volumen méximo del cilindro contenido del
prisma de volumen mdximo. De esta manera, como el corte encontrado fue de 1.3 u, el radio del
circulo correspondi6 a 4 — 1.3 = 2.7 u. Por lo tanto, el drea del circulo obtenido fue de 22.9 u? y el
volumen del cilindro de 29.77 i*. Los espacios vacios fueron calculados al restar ambos voliimenes
mdximos. El equipo elaboré la construccion del cilindro en GeoGebra, comparé y verificé los
cédlculos anteriores. En la Figura 8 se muestra el resultado final del problema del cilindro, en donde
V' representa el volumen méximo del prisma de base cuadrada, Vel del cilindro méximo y V, la
solucién del problema, es decir, los espacios vacios entre el prisma y el cilindro.

Figura 8. Cilindro de volumen maximo inscrito en el prisma de volumen
maximo.

vV, = 8.14m?

V.=29.71m*
Vo =137.91m3 2

Fuente: Elaboracion propia.
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Fase de reflexion

En esta fase, se revisa y se evalda el proceso de formulacién de los problemas. Para
analizar esta fase, se llevo a cabo un andlisis general sobre el trabajo de los estudiantes cuan-
do transitan por las fases previas. Adicionalmente, se llevé a cabo una entrevista semiestruc-
turada con el equipo P para complementar la informacién obtenida en las fases anteriores
y triangularla con la de esta fase. El profesor inici6 con una pregunta para conocer sobre la
motivacion de los estudiantes.

Profesor: (,Qué les parecid esta experiencia? ;Cémo se sintieron?

Estudiante F: A mi me parecié muy interesante y me gusté mucho porque, los problemas
de optimizacion me llaman mucho la atencién. La sinergia que hicimos en
las llamadas estuvo muy bien porque D estaba compartiendo la pantalla y
haciendo los procesos en GeoGebra, y J y yo estdbamos revisando las cuen-
tas [...] y al final pudimos ver que si el resultado nos daba conforme D iba
haciéndolo en GeoGebra.

Posteriormente los estudiantes mencionaron los conceptos evocados durante el proceso
de resolucién. También se identificé que el estudiante F inicié su trabajo con ldpiz y papel a
diferencia de D, quién desde un inicio trabaj6é en GeoGebra y explord las herramientas que le
brindaba.

Profesor: (Qué sabfan? ;Qué aprendieron?
Estudiante J: Yo sabfa un poco. Cosas con derivadas y eso.
Estudiante F: Bueno, yo de GeoGebra, como tal, no tenfa mucho conocimiento, pero de lo

que si tenia idea es de como hacer los problemas de optimizacién en papel.
En este caso tenfamos que dar la férmula del volumen, y ya con esa férmula
derivarla, y obtiener la x. Y bueno [...] pues ya nos pusimos a pensar cémo
podriamos expresar el lado, y bueno, es el lado menos dos equis, que serian
los dobleces, (no? Y ya con eso, entonces, fue aplicar la férmula y ponerla
con la altura.

Profesor: (Les pareci6é complicado el problema inicial?

Estudiante D: Mais que complicado, interesante por el cambio, porque mientras F iba tra-
bajando mads la parte de papel junto con J, yo me concentré mds en aprender
c6mo era la construccién y como variaba la figura segtin la coordenada que
le pusieras a los puntos en funcion del deslizador. Y si, me parecié intere-
sante.

Respecto a la formulacién del primer problema los estudiantes decidieron modificar la
forma de la base de la caja, cambiaron de un prisma de base rectangular a uno de base cua-
drada. Esto los llevé a plantear una conjetura: que el volumen méximo se obtenia al formar un
cubo, esta conjetura fue desechada a partir del proceso algebraico realizado y de las explora-
ciones realizadas en GeoGebra.

Profesor: (Como se les ocurrié formular los problemas? ;Qué sucedié con sus
conjeturas?
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Estudiante F:

Profesor:

Estudiante J:

Profesor:
Estudiante F:

Profesor:

Estudiante D:

Bueno, para el primero, tal cual dijimos, si tenemos una base rectangular,
pensamos en si se podia escalar el problema hacia otras formas, y dijimos,
ah, bueno, pues mira, intentémoslo con el cuadrado, a ver como resulta
eso. Y luego probamos con otra forma, que ya fue el cilindro, y entonces
dijimos, ah, bueno, si quisiera yo meter este cilindro en el prisma de base
cuadrada, ;qué medida tendria que tener? Y, pues, ;cudl seria el volumen
de los espacios que me van a quedar libres, no? Y pues fue asi.

Platiquenme sobre sus conjeturas que formularon.

Bueno, el primer problema lo hicimos con base cuadrada y, entonces, pues
habiamos pensado que la solucién era un cubo, pero, nos dimos cuenta de
que no, de que en realidad no sino que tenfa que ser un prisma rectangular
para poder ser optimizado de la manera que lo buscdbamos.

(Cémo se dieron cuenta de que un cubo no era la solucién?

Al variar la altura, como tal, porque si le dejamos la misma altura para
hacer el cubo, pues, no quedaba. O sea, si pones los lados y la altura igual
(8 —2e) (8 —2e) (8 —2e), como que no te va a dar, la figura desaparece.

(Entonces les ayudé la visualizacién del problema en GeoGebra?

Si, la verdad es que si bastante, porque estdbamos viendo, pero no salia, se
desaparece la figura, [...] entonces ya vimos, pero claro porque tiene que
variar la altura que es justamente la variable del deslizador y entonces pues
no es el lado (8 — 2¢ )*, sino que es (8 — 2¢ )? por la e que es el deslizador,
ya para asi obtener la figura a optimizar.

Respecto a la formulacién del segundo problema los estudiantes pensaron en un cilin-
dro. Sus reformulaciones fueron evolucionando de la siguiente manera: “meter un cilindro en
el prisma de base cuadrada” — “calcular el volumen mdximo del cilindro contenido en la caja
de base cuadrada” — “obtener el minimo volumen libre que queda entre la caja y el cilindro
de volumen mdximo”. Esto los llevé a conjeturar lo siguiente: el didmetro del cilindro de vo-
lumen maximo es la longitud del lado de la base cuadrada del prisma de volumen madximo. Su
conjetura fue verificada y validada satisfactoriamente.

Profesor:
Estudiante F:

Profesor:

Estudiante F:

Estudiante D:

Y sobre el segundo problema ;qué conjeturaron?

(Como sabemos cudl es el radio del cilindro? Es simple, nuestro radio
serd la mitad del didmetro y nuestro didmetro, como estd contenido en el
prisma, debe ser el lado que tenemos de nuestro prisma, esto es 8 — 2¢, de
manera que la mitad de ello serfa 4 — e, este serd nuestro radio. Sabemos
que e, en la forma maxima de corte, es de 1.3, con lo que obtuvimos el
volumen méaximo de la caja.

Sobre los conceptos que manejaron ;qué relaciones y conexiones hicie-
ron? ;Qué informacién o conceptos necesitaron?

Siempre habia un dominio donde tenfa sentido el problema, ;no? porque
si nos extendiamos del dominio, tal cual desaparecia la caja, dependien-
do del problema, vamos a tener un dominio, ;cémo decirlo? restringido,
(no?

Pues los dominios y rangos también. Valores mdximos, y médximo de
un dominio, férmulas de dreas y volimenes, ecuaciones cuadrdticas y
ctibicas.
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Profesor: (Con qué otros conceptos?

Estudiante J: Pues yo pensé en las funciones, respecto a cdmo varfan y de cdmo po-
demos restringir unas funciones o tomar solo los valores tales que nos
funcionen, como en este caso, los nimeros positivos.

De la entrevista y de los protocolos de construccion de los estudiantes se infieren las
relaciones y conexiones de conceptos con los problemas formulados y el inicial, sus conjetu-
ras, como fueron refinando sus formulaciones y sus reflexiones. Asimismo, se pueden inferir
las estrategias que utilizaron para la formulacién y resolucién de problemas, por ejemplo, en
la formulacidn: escalar el problema inicial hacia otras formas (cuadrado, circulo, cubo y cilin-
dro), y en la resolucion: aplicacién de derivadas y teoria de mdximos y minimos, o la compa-
racion de cdlculos algebraicos en papel con los cdlculos de GeoGebra, o la comparacién de los
volimenes generados por la animacion en GeoGebra para determinar el volumen maximo.

El equipo P logré transitar por cada una de las cuatro fases del modelo de Cai y Rott
(2023) de manera exitosa, logré formular al menos dos problemas a partir del problema inicial
y encontrar las soluciones correctas.

DISCUSION

Esta investigacion se centrd en los hdbitos de pensamiento matemdtico que desarro-
Ilan los estudiantes al resolver problemas de optimizacion utilizando GeoGebra. Aunque al
principio los estudiantes enfrentaron dificultades iniciales con GeoGebra, lograron formular
y resolver nuevos problemas a partir del problema inicial de optimizacién. Algunas de las
dificultades encontradas fueron: poca o nula familiaridad con el uso de GeoGebra, lo que les
dificulté el poder relacionar sus herramientas con elementos matematicos, como la asociacion
de una variable con un deslizador, y la vinculacién de un deslizador con una coordenada dina-
mica. La intervencién del profesor permitié superar las dificultades.

Los datos mostraron que, los hdbitos de pensamiento matemdtico emergen durante la
resolucién y la formulacién de problemas. El principio de problematizacién contribuyé para
desarrollar habitos como analizar un problema con diferentes enfoques y formular conjeturas;
actividades centrales en el aprendizaje de las matemadticas que actuaron como catalizadores
para el desarrollo de habitos de pensamiento matematico.

Los resultados también muestran la importancia de las tecnologias digitales en el de-
sarrollo de hdbitos de pensamiento matematico. La experiencia con la implementacién de
la tecnologia digital foment6 un aprendizaje activo, que se observd cuando los estudiantes
buscaron diversas maneras de abordar un problema, modificarlo y encontrar los argumentos
que sustentaban sus soluciones de manera analitica y en GeoGebra, mediante la comparacion
y verificacion con simulaciones en tiempo real, esté puede considerarse también un héabito de
pensamiento.

Por otra parte, respecto a la comprension de los procesos de formulacién de proble-
mas, si bien Cai y Rott (2023) sefialan que, la comprensién de los procesos de formulacion
de problemas se encuentra en una etapa temprana, es decir, se estd lejos de comprender los
procesos de formulacién de problemas, en esta investigacion se contribuye proporcionando
algunas estrategias que pudieran ser ttiles para fomentar la formulacién de nuevos proble-
mas, por ejemplo:
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1) Incorporacién de herramientas tecnoldgicas.

2) Intervenciones del profesor con preguntas orientadoras que ayuden a los estudiantes
a reflexionar sobre las relaciones entre conceptos matemadticos y la tecnologia digital
elegida.

3) Utilizar el modelo del proceso de formulacién de problemas de Cai y Rott (2008) para
el disefo de actividades.

4) Andlisis de protocolos de construccion del sistema de geometria dindmica para obser-
var y analizar la evolucién del pensamiento matemadtico del estudiante.

5) Tareas o actividades matemadticas como lo sugieren Borwein y Bailey (2008), esto es,
disefiadas para ser trabajadas en un sistema de geometria dindmica, que involucren la
exploracién con deslizadores, descubrimiento de relaciones matemadticas, comproba-
cion y refutacion de conjeturas, comparacion entre los cdlculos en ldpiz y papel con los
realizados con una tecnologia digital.

Dentro de las limitaciones de este estudio se puede decir que, aplicar estas estrategias a
grupos numerosos puede resultar complicado, pues los estudiantes requieren apoyo adicional
para el uso de herramientas tecnoldgicas, y el profesor o investigador interesado requerird de
tiempo suficiente para la revision de protocolos de construccién o para analizar las diversas
conjeturas que elaboren los estudiantes, por ejemplo, en nuestro caso, el estudiante D relacio-
n6 la solucién del problema del cilindro inscrito en el prisma de volumen mdximo con un pro-
blema de composicién de funciones, el cual ya no fue analizado.

En investigaciones futuras, se podrian seguir este tipo de estrategias para la formu-
lacion y resolucién de problemas en temas complejos como las parametrizaciones en 3D, y
comparar el modelo de Cai y Rott (2023) con otros modelos disponibles.

CONCLUSIONES

El modelo del proceso de formulacién de problemas propuesto por Cai y Rott (2023)
permitié identifican hébitos de pensamiento matemadtico en los estudiantes participantes; 1)
buscar formas distintas de modelar y explorar los problemas, como se evidencia en las Tablas
5,6y 7; 2) formular conjeturas y buscar argumentos que las respalden o refuten (Tabla 8 y de-
sarrollo de la fase de generacion); 3) la defensa de ideas que se manifiesta en las entrevistas; y
4) el desarrollo de un lenguaje adecuado para comunicar los resultados, que se observa en las
entrevistas y en las simulaciones de los problemas formulados por los estudiantes.

Por otra parte, las evidencias recabadas de los protocolos de construccién en GeoGebra,
permiten también identificar actividades matematicas propuestas por Borwein y Bailey (2003)
que se derivan de formas de uso de las tecnologias, como: a) obtener ideas como cuando ex-
ploraron con el deslizador nuevas formas para el prisma generado en el problema inicial
que pudo motivar el considerar un cubo o un cilindro; b) descubrir relaciones como el
valor del radio del cilindro en términos de la medida del lado del prisma de base cuadra-
da; c) probar y verificar conjeturas como cuando refutaron que el volumen méximo se
obtenia al formar un cubo; d) reemplazar cdlculos extensos por otros realizados con las
tecnologias digitales como se evidencia en la Figura 7, cuando mediante el deslizador re-
futan su conjetura, o bien cuando obtienen el volumen del cilindro aludiendo a los valores
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obtenidos en las variables previamente (Figura 8); y h) confirmar resultados obtenidos
analiticamente, como cuando compararon los resultados obtenidos mediante un procedi-
miento analitico y la exploracién en GeoGebra.
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