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Resumen

En este escrito se pretende describir la problematica que implica la
ensefianza y el aprendizaje de la geometria desde una perspectiva
constructiva, que fomente la sensibilizacion del docente e incida po-
sitivamente en su practica pedagbgica.

Se ha desarrollado un analisis reflexivo considerando diferentes ele-
mentos de manera que el lector pueda disponer de argumentos que
justifiquen relevancia del estudio de esta disciplina.
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Abstract

This paper pretends to describe the problem related to the teaching
and learning of geometry in the classroom from a constructive pers-
pective, which foments the sensitization of the teacher; moreover im-
pact positively in his/her pedagogic practice.

A reflexive analysis has been developed considering different ele-
ments so that, the reader can have arguments that justify the relevan-
ce of studying this area.
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1. Introduccion

La importancia de la geometria como una materia del curriculum escolar ha sido am-
pliamente reconocida por autores como Almeida (2002), quien sefiala que existen al-
gunos objetivos generales que todo ciudadano deberia alcanzar durante su formacion
basica: tener una cultura geométrica con vision historica e interdisciplinaria, aplicar
conocimientos geométricos para modelar, crear o resolver problemas reales, usar los
diferentes lenguajes y representaciones, entre otros.

A partir de este punto de vista, la geometria se puede considerar como un instrumento
reflexivo que le permite al ser humano resolver problemas de diversa indole y com-
prender un mundo que le ofrece una amplia gama de variadas formas geométricas, en
cada uno de los escenarios que lo conforman, sea este natural o artificial.

En el sistema de educacion formal, usualmente los contenidos de geometria son pre-
sentados a los estudiantes como el producto acabado de la actividad matematica, que
deja en segundo plano los procesos implicitos de la construccion y de razonamiento
en este conocimiento. La ensefianza tradicional de la geometria se enfatiza hacia el
estudio memoristico de areas, voliimenes, definiciones geométricas, teoremas y pro-
piedades, apoyadas en construcciones mecanicistas y descontextualizadas.

En escenarios similares se encuentran algunos docentes que priorizan la ensefianza de
las matematicas en otras areas y van desplazando los contenidos de geometria hacia
el final del curso, hecho que los forza en ciertos casos a excluir algunos temas o aten-
derlos de manera superficial (Abrate, Delgado y Pochulu, 2006).

Esta situacion no encaja con las tendencias actuales, que sugieren oportunidades de
aprendizaje donde los educandos participen activamente en el desarrollo de su cono-
cimiento y se apropien de ¢l (Hernandez y Villalba, 2001). Las consecuencias de la
ensefianza de la geometria bajo el enfoque tradicional se traducen en la concepcion de
ésta como una disciplina dificil y poco ttil para la mayoria de los estudiantes.

Muchas de las inconsistencias del quehacer docente estan condicionadas por la es-
casa reflexion que ¢l mismo realiza sobre la disciplina que ensefia. Si se intentara
responder a las preguntas: ;por qué es importante ensefar geometria? ;Cual es la
percepcion que tanto el docente como el estudiante tiene sobre la geometria? ;Como
aprenden geometria las personas? ;Cual seria una propuesta curricular que atienda
a las necesidades propias de la ensefianza y el aprendizaje de la geometria?, se daria
cuenta de que existen escenarios grises que impiden tener una claridad de respuesta.

En las siguientes secciones de este escrito, se intentara hacer aportes que permitan ge-
nerar una discusion académica alrededor de la bisqueda de respuestas a las preguntas
planteadas previamente.
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2. ;Para qué enseiar geometria?

El desarrollo de la geometria
ha estado relacionado con las
necesidades del ser humano por
comprender su mundo.

La aplicacion de ella en la vida
cotidiana muchas veces pasa in-
advertida durante la ensefianza
de esta disciplina.

La geometria ha sido considerada como uno de los pilares de formacion acadé-
mica y cultural del hombre, dada su aplicacion en diversos contextos y su capa-
cidad formadora del razonamiento logico (Baez e Iglesias, 2007); que contribuye
a desarrollar en los estudiantes habilidades para visualizar, pensar criticamente,
intuir, resolver problemas, conjeturar, razonar deductivamente, argumentar de
manera logica en procesos de prueba o demostracion (Jones, 2002).

La capacidad de relacionarse con el espacio es otra habilidad que puede desarro-
llarse a partir de la geometria, esto en funcién de que el individuo pueda com-
prender y admirar con mayores recursos su entorno natural (Lastra, 2005). En
este sentido vemos que el desarrollo histérico de la geometria ha estado rela-
cionado con actividades humanas, sociales, culturales, cientificas y tecnologi-
cas (Castiblanco, Urquina, Camargo, Acosta, 2004), situacién que justifica un
re-direccionamiento de los procesos de ensefianza hacia el logro de una vision
contextualizada de la geometria, que a diferencia de la percepcion disjunta que
concibe su evolucion de forma enajenada de la dinamica social, se oriente a po-
tenciar esos encuentros comunes.

La historia de la geometria nos muestra de qué manera ha sucedido su evolucion
en una dindmica soportada por la interaccion entre procesos de visualizacion (li-
gados al pensamiento espacial), procesos de justificacion (ligados al pensamiento
deductivo) y aplicaciones instrumentales que se llevan a cabo con el objeto de
resolver problemas de la vida cotidiana, las ciencias o la misma matematica, mo-
delar el mundo para interpretarlo, ampliar los horizontes conceptuales con teorias
construidas axiomaticamente e interrelacionar campos diversos de conocimiento
buscando en ellos una estructura comun, entre otras cosas. (Castiblanco et al.,
2004, p. 9)



116 Ronny Gamboa Araya - Esteban Ballestero Alfaro

Con respecto a la comprension propia de los objetos geométricos, el National
Council of Teacher of Mathematics (NCTM) (2000) destaca que es con el apren-
dizaje de esta disciplina que los estudiantes aprenderan sobre las caracteristicas
y relaciones de estos, asi como la construccion y manipulacion mental de las
diferentes representaciones de objetos en dos y tres dimensiones.

Asimismo, el NCTM sefiala que la geometria constituye un terreno fértil para el
desarrollo de las habilidades para generar razonamiento y justificacion. Casti-
blanco et al. (2004) también opinan al respecto que:

Probablemente cualquier situacion geométrica, por elemental que sea, permite una
amplia gama de posibilidades de exploracion, formulacion de conjeturas y expe-
rimentacion de situaciones con la idea de explicar, probar o demostrar hechos.
(...) no hay mejor lugar que la geometria para dilucidar el papel de la prueba y la
demostracion en matematicas (p. 2).

Es decir, el conocimiento geométrico provee de recursos logicos al estudiante
que le permite hacer justificaciones, pruebas o validaciones con mayor rigor ma-
tematico, que pueden ser aprovechadas cuando desee realizar este mismo tipo de
conjeturas en otras areas de las matematicas.

Las habilidades que le competen respectivamente a la visualizacion y a la argu-
mentacion, no deben trabajarse de manera aislada, pues no son mutuamente exclu-
yentes, sino mas bien complementarias. El aprendizaje de la geometria implica el
desarrollo de habilidades visuales y de argumentacion. Mas aun, para lograr un
aprendizaje significativo, es necesario construir una interaccion fuerte entre estos
dos componentes, de manera que el discurso teérico quede anclado en experien-
cias perceptivas que ayuden a construir su sentido, y a su vez las habilidades vi-
suales sean guiadas por la teoria, para ganar en precision y potencia. (Castiblanco
et al., 2004, p. 25)

Como lo expone Castiblanco en el parrafo anterior, es importante que el docente
se preocupe por buscar un equilibrio entre la asociacion de habilidades de visua-
lizacioén y argumentacion, pues ambas habilidades son fundamentales dentro del
proceso formativo del individuo y para que el aprendizaje de la geometria no
carezca de sentido, es decir, no se trata solo de ensefiar contenidos como una “re-
ceta” o por cumplir con lo estipulado en el curriculum, sino que se pretende que
con la ensefianza de la geometria el estudiante aprenda a pensar l6gicamente.

Se han discutido diferentes elementos que estan estrechamente relacionados con
el estudio de la geometria, sin embargo, es importante tomar en cuenta otros
aspectos que son considerados y resumidos en la siguiente lista propuesta por
Hernandez y Villalba (2001) donde brindan una vision de la geometria como:

» La ciencia del espacio, vista ésta como una herramienta para describir y me-
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dir figuras, como base para construir y estudiar modelos del mundo fisico y
otros fenémenos del mundo real.

* Un método para las representaciones visuales de conceptos y procesos de
otras areas en matematicas y en otras ciencias; por ejemplo graficas y teoria
de graficas, histogramas, entre otros.

* Un punto de encuentro en una matematica tedrica y una matematica como
fuente de modelos.

* Una manera de pensar y entender.
* Un ejemplo para la ensefianza del razonamiento deductivo.
* Un modelo para la ensenanza del razonamiento deductivo.

* Una herramienta en aplicaciones, tanto tradicionales como innovadoras,
como por ejemplo, graficas por computadora, procesamiento y manipulacion
de imagenes, reconocimiento de patrones, roboética, investigacion de opera-
ciones.

Posiblemente el lector tenga en mente algun otro aspecto que sea de importancia
para el individuo, que se deriva directamente del aprendizaje de la geometria y
que se haya omitido en este escrito, pero, independientemente de esta incons-
ciente omision, con la informacidn expuesta se deja en claro que el estudio de la
geometria es un campo de conocimiento matematico que no debe escapar de la
atencion y se le debe asignar un papel especial.

Para todo profesor de matematicas conocer y ser consciente de la utilidad de la
geometria, su desarrollo histérico y posible aplicacion al mundo real, pueden
convertirse en elementos pilares que guien su practica docente hacia la creacion
de situaciones problema para los estudiantes, con el fin de que la geometria ad-
quiera un sentido tangible, que contribuya con la estimulacion y desarrollo de sus
capacidades de percepcion espacial y visual, y que minimice las dificultades que
implica su estudio.
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3. Percepciones sobre el aprendizaje y ensefianza de la geometria

No todas las personas ven un mismo
objeto bajo la misma perspectiva...

Lo mismo sucede con la mayoria de las
situaciones de la vida. La percepcion
de “algo” puede variar o mantenerse
similar de una persona a otra.

En los ultimos afios, las encuestas realizadas en distintos paises sobre el conoci-
miento matematico de los estudiantes, han reflejado que, con frecuencia, la geo-
metria no ha ocupado un papel preponderante en el curriculum escolar de las dis-
tintas naciones. Esto explica la ausencia de preguntas sobre geometria en dicha
pruebas o bien, en el mejor de los casos, se incluyen unas pocas de tipo elemental,
donde los alumnos manifiestan un desempeno pobre. Esto deja en claro que la
geometria como asignatura formativa central en la ensefianza de las matematicas,
ha perdido importancia (Hernandez y Villalba, 2001).

Frecuentemente la ensefianza de la geometria se limita a reconocer figuras y dibu-
jarlas en el papel; las lecciones se desarrollan de manera abstracta, sin proporcio-
narle a los estudiantes ejemplos reales que le faciliten un mejor entendimiento de
los contenidos (Goncalves, 2006). Ademas, los recursos utilizados son limitados,
donde en una mayoria de los casos el proceso de ensefianza esta condicionado por
libros de texto conservadores, que impactan considerablemente el qué y cémo
ensefiar (Abrate et al., 2006).

Los alumnos se encuentran en una encrucijada cuando estudian geometria, por-
que el profesor les dice que es importante para su futuro como individuo, pero, el
mismo proceso educativo en el que se encuentra inmerso no le permite visualizar
esa importancia con suficiente claridad; de manera que el aprendizaje de la geo-
metria carece de sentido y con el tiempo repercute en su estado animico (Baez e
Iglesias, 2007).

Baéez e Iglesias (2007) sefialan que, a nivel de educacion basica, la ensefianza de
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las matematicas presenta dificultades, particularmente la ensefianza y aprendizaje
de la geometria, pues algunas veces los docentes no desarrollan los contenidos
geométricos contemplados en los programas por desconocimiento de la impor-
tancia de la disciplina o poco dominio de los contenidos geométricos, y en aque-
llos casos en que si se desarrollan, se hace enfatizando en el uso de formulas y
calculo de areas.

Goncalves (2006) sefiala que:

Los estudiantes pueden resolver problemas concretos con bastante habilidad, pero
carecen de ideas cuando deben resolver esos mismos problemas planteados en un
contexto algo diferente, abstracto o mas formalizado. Otra situacion tipica de las
clases de matematica, es la de los estudiantes que tienen que recurrir a memorizar
las demostraciones de los teoremas o las formas de resolver los problemas, pues
es la inica manera de llegar aprobar los examenes (p. 90).

Aunque parte de la importancia de la ensefianza de la geometria radica en ser la
disciplina donde los estudiantes llevan a cabo procesos de razonamiento, parecie-
ra que la realidad en las aulas es distinta, pues uno de los problemas en la ense-
nanza de la geometria es la dificultad que existe para que los estudiantes pasen de
la descripcion de las figuras a un proceso mas formal, basado en razonamientos y
argumentacion (Castiblanco et al., 2004).

Cabe, en este caso, preguntarse: /qué piensan los estudiantes que han pasado por
los procesos educativos formales de la primaria y secundaria, sobre su experien-
cia directa al estudiar geometria? Barrantes y Blanco (2005, 2004) senalan algu-
nas concepciones que estudiantes ya graduados poseen acerca de la ensefianza de
la geometria:

* Consideran que la finalidad de la ensefianza de la geometria es adquirir cono-
cimiento, ya sea por cultura general o porque es una parte de las matematicas
y todas son importantes.

* Conciben la geometria escolar como una materia dificil, a la que se dedicaba
poco tiempo.

+ Sefialan que la geometria es una materia muy teorica, abstracta y complicada
de entender, para la que se necesita una mayor capacidad de razonamiento.

» Paralos estudiantes la dificultad de la geometria radica, principalmente, en la
memorizacion de formulas y saber cuando aplicarlas.

* Indican que para aprender geometria es necesario la explicacion del profesor
y la practica, pues si se es capaz de resolver las practicas se puede verificar si
se comprendi6 el tema en estudio.
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* Revelan que la metodologia clasica para la ensefianza de la geometria se divi-
de en dos: la parte teodrica, caracterizada por definiciones, propiedades, entre
otros, y la parte practica, entendiendo como sindnimos las palabras problema
y ejercicio.

* Apuntan que los contenidos que mas se estudian son los relacionados con la
geometria plana; en la geometria espacial se profundiza menos.

* Manifiestan que la pizarra y el libro de texto son los recursos mas utilizados
para la ensefianza de la geometria.

* Destacan que el uso de materiales como figuras de madera u otros son poco
frecuentes y cuando se utilizan se hacen construcciones o actividades sin
ninguna utilidad posterior.

* Declaran que las actividades geométricas frecuentemente son extraidas del
libro de texto y suelen estar relacionadas con el estudio de elementos de las
figuras, clasificacion y sobre todo de medida; es decir, resolucion de proble-
mas “tipo”.

* Indican que el examen era el elemento mas importante de la evaluacion.

Los elementos anteriores reflejan una “crisis” en la ensefanza de la geometria y
plantean una serie de interrogantes que deben comprometer a los responsables a
encontrar diferentes alternativas de solucion a esta problematica, dado que se ha
desvirtuado la ensefanza de esta disciplina y se han dejado de lado procesos de
razonamiento, argumentacion y visualizacion.

La ensefianza de esta disciplina se ha inscrito en un ambiente aislado del entorno
del estudiante, donde los contenidos no representan un conocimiento util para
éste y donde el ensayo, error y la discusion no son aprovechados como un medio
para lograr un aprendizaje.

Al respecto, Baez e Iglesias (2007) sefialan seis principios didacticos que con-
sideran fundamentales dentro de los procesos de ensefianza y aprendizaje de la
geometria:

* Principio globalizador o interdisciplinar, que consiste en un acercamiento
conciente a la realidad, donde todos los elementos estin estrechamente rela-
cionados entre si.

* Integracion del conocimiento, donde se parte de que el conocimiento no esta
fragmentado, sino que representa un saber integrado, lo que implica también
una integracion de los objetivos, contenidos, metodologia y la evaluacion.
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* Contextualizacidon del conocimiento, lo que implica adaptar los conocimien-
tos a las necesidades y caracteristicas de los estudiantes a partir del uso de
hechos concretos.

* Principio de flexibilidad, pues aunque todo proceso educativo requiere de
una planificacion, de acuerdo a los estudiantes a los cuales esta dirigido, su
organizacion y administracion debe ser adaptable a las necesidades de los
educandos, sin perder de vista el logro de los objetivos propuestos.

* Aprendizaje por descubrimiento, que implica que todo proceso de ensefianza
debe considerar una participacion activa del estudiante, que propicie la inves-
tigacion, reflexion y busqueda del conocimiento.

» Innovacion de estrategias metodologicas, lo que “obliga” al docente a buscar
y emplear estrategias metodologicas que incentiven al estudiante hacia la
investigacion, descubrimiento y construccion del aprendizaje.

Por otra parte, Veloso (1998) [citado por Almeida, 2002] hace también un apor-
te en esta direccion, sefialando que la ensefianza de la geometria en secundaria
debe:Profundizar y sintetizar los aspectos geométricos en desarrollo, como la
comprension del espacio y de los respectivos modelos geométricos que son dados
por las matematicas; es decir, partir de problemas y situaciones relacionadas con
el espacio, como la simetria, la forma y la dimension.

» Integrar la historia de la geometria en su ensefianza, que permita al estudiante
tener la nocidon de que existen otras geometrias.

*  Buscar la conexion de la geometria con otras ramas de las matematicas, con
otras disciplinas como el arte y su aplicabilidad a contextos reales.

El NCTM (2000) dentro de su vision de estandarizacion de la ensefianza de las
matematicas, aporta directrices sobre hacia donde deberia orientarse la ensefianza
de la geometria desde la ensefianza preescolar hasta la secundaria. Esta propuesta
gira en torno a cuatro objetivos generales, para los cuales se detalla los objetivos
especificos respectivos de cada nivel. Si bien esta propuesta podria contener
algunos elementos que no se adaptan al contexto educativo costarricense, resulta
provechosa en el sentido de que puede brindar algunas pautas a seguir en esta
direccidn para nuestro contexto.

A continuacion se resume esta propuesta para los niveles del NCTM de secun-
daria.
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Cuadrol. Directrices del National Council of Teachers of Mathematics
para la Ensefianza de la Geometria.

Los programas de ense-
nanza de la geometria
(todas las etapas) debe-
rian capacitar a todos los
estudiantes para:

En la etapa 6-8, todos los
estudiantes deberian:

En la etapa 9-12, todos los
estudiantes deberian:

Analizar las caracteristicas

y propiedades de figuras
geométricas de dos y tres
dimensiones y desarrollar
razonamientos matematicos
sobre relaciones geométricas

Describir con precision, clasifi-
car y comprender las relaciones
entre tipos de objetos de dos

y tres dimensiones usando las
propiedades que los definen.
Comprender las relaciones
entre los angulos, las longitudes
de los lados, los perimetros,

las areas y los volumenes de
objetos semejantes.

Crear y criticar argumentos
inductivos y deductivos concer-
nientes a conceptos y relaciones
geométricas, como la congruen-
cia, la semejanza y la relacion
pitagorica.

Analizar las propiedades y
determinar los atributos de
objetos de dos y tres dimen-
siones.

Explorar las relaciones
(incluyendo la congruencia

y la semejanza) entre objetos
geométricos de dos y tres
dimensiones, formular y com-
probar conjeturas y resolver
problemas relativos a ellos.
Establecer la validez de con-
jeturas geométricas por medio
de la deduccion y la demos-
tracion de teoremas, y criticar
los argumentos de los otros.
Usar relaciones trigonométri-
cas para determinar longitudes
y medidas angulares.

Localizar y describir rela-
ciones espaciales mediante
coordenadas geométricas y
otros sistemas de represen-
tacion.

Usar la geometria analitica
para representar y examinar

las propiedades de las figuras
geométricas.

Usar la geometria analitica para
examinar figuras geométricas
especiales, como poligonos
regulares o poligonos con pares
de lados paralelos o perpendi-
culares.

Usar coordenadas cartesianas
y otros sistemas de coordena-
das, como el de navegacion,
el de coordenadas polares o el
de coordenadas esféricas, para
analizar situaciones geomé-
tricas.

Investigar conjeturas y
resolver problemas relativos a
objetos bidimensionales y tri-
dimensionales representados
con coordenadas cartesianas.
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Aplicar transformaciones y
usar la simetria para analizar
situaciones matematicas.

Describir los tamatfios, las po-
siciones y las orientaciones de
figuras geométricas sometidas
a transformaciones informales
como reflexiones, rotaciones,
traslaciones y escalas.
Examinar la congruencia, la se-
mejanza, y la simetria respecto
a una recta o un centro usando
transformaciones.

Comprender y representar
traslaciones, reflexiones,
rotaciones y dilataciones de
objetos en el plano, utili-
zando croquis, coordenadas,
vectores, notacion funcional y
matrices.

Usar varias representaciones
para ayudar a entender los
efectos de las transformacio-
nes y de sus composiciones.

Utilizar la visualizacion, el
razonamiento matematico y
la modelizacion geométrica
para resolver problemas.

Dibujar objetos geométricos
con propiedades fijadas, como
las longitudes de los lados o las
medidas de los angulos.

Usar representaciones planas de
objetos tridimensionales para
visualizar y resolver problemas
de areas y volumenes, entre
otros.

Usar herramientas visuales,
como las redes, para representar
y resolver problemas.

Utilizar modelos geométricos
para representar y explicar rela-
ciones numéricas y algebraicas.
Reconocer y aplicar ideas y re-
laciones geométricas en campos
ajenos a la clase de matemati-
cas, como el arte, las ciencias y
la vida diaria.

Dibujar y construir represen-
taciones de objetos geométri-
cos de dos y tres dimensiones
utilizando distintas herra-
mientas.

Visualizar objetos tridimen-
sionales desde diferentes
perspectivas y analizar sus
secciones transversales.
Utilizar grafos para modelizar
y resolver problemas.

Usar modelos geométricos
para facilitar la comprension
y contestar preguntas relativas
a otras areas de las matema-
ticas.

Utilizar ideas geométricas
para resolver problemas y ob-
tener ideas de otras disciplinas
y areas de interés, como el
arte y la arquitectura.

Fuente: NCTM (2000).

De la propuesta anterior se puede observar que los procesos de descripcion,
comprension, analisis, construccion, exploracion, visualizacion, argumentacion,
aplicacion, entre otros, deben ser implementados en la ensefianza de geometria
mediante el planteamiento de situaciones problema que le exijan al estudiante un
nivel cognitivo que no limite al uso de una formula o proceso algoritmico.

Como ya se indic6 anteriormente, lo expuesto es una propuesta, que muestra una
visidn sobre lo que se debe hacer. El como y con qué es responsabilidad del pro-
fesor, el cual, ademas, deber ser conciente que los procesos citados en el parrafo
anterior no son propios de la geometria, sino que contribuyen en el aprendizaje de
otras dreas de las matematicas y en la formacion integral de un individuo.
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4. Procesos de visualizacién y justificacion en la ensefianza y
aprendizaje de la geometria

Cada persona desde el momento de su nacimiento crea representaciones del mun-
do fisico que le rodea. Estas representaciones le generan una necesidad de tipo
tedrica y practica para lograr este entendimiento. El hemisferio derecho del ce-
rebro resulta ser el mas beneficiado ante la presencia de estimulos visuales a
diferencia del hemisferio izquierdo, que tiene la responsabilidad de desarrollar
las capacidades verbales.

(Qué observas en la foto?

¢ Viste el nifio?

El estudio de la geometria contribuye significativamente al desarrollo de esas
necesidades espaciales de visualizacion, sin embargo, hasta una época histori-
ca reciente que data a partir de la década de los afios 50, es que los educadores
matematicos se interesan por el estudio de dicho campo, al vincular la capacidad
matematica con la capacidad espacial.

La capacidad aritmética y el desarrollo de la capacidad de razonamiento l6gico
nunca han sido puestos en entredicho en el curriculo escolar. Por otra parte, los
contenidos geométricos asociados a la capacidad espacial si han sufrido la condi-
cion de ser desplazados a un segundo plano en importancia, donde practicamente
desaparecio de los planes de estudio durante la época de los afios sesenta y seten-
ta, como consecuencia del posicionamiento de la llamada Matemaéticas Moder-
nas, caracterizadas por su formalismo y la algebrizacion de la geometria. Hoy se
reconoce que la capacidad visoespacial para algunas profesiones como escultura,
dibujo, topografia ingenierias, arquitectura, resulta imprescindible.

Otros autores como Castiblanco et al. (2004) mencionan que el aprendizaje de la
geometria se centra principalmente en tres aspectos:

a) Los procesos de visualizacion (que constituyen el soporte de la actividad cog-
nitiva en geometria donde el estudiante “evoluciona” en su percepcion de los
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objetos) y su potencial heuristico en la resolucion de problemas.
b) Los procesos de justificacion propios de la actividad geométrica.

c) El papel que poseen las construcciones geométricas en el desarrollo del cono-
cimiento geométrico.

Los autores hacen alusion a que el estudio de la geometria debe desarrollar las
capacidades de visualizacion de los individuos, desarrollar estrategias creativas
para resolver problemas, ser capaz de justificar toda la actividad geométrica, apo-
yado en construcciones geométricas.

Para ir profundizando el concepto de visualizacion, se considera la siguiente de-
finicion, propuesta por Torregrosa y Quesada (2007), quienes sefialan que en el
estudio de la geometria se denomina visualizacion al proceso o accion de trans-
ferencia de un dibujo a una imagen mental de un objeto (que no tiene que ser
igual para todos) o viceversa. Es decir, un dibujo de un cuadrado (que esta sujeto
a ciertas definiciones y propiedades) condiciona en cada individuo una imagen
mental de éste, que va estar asociada a ciertas afirmaciones matematicas que el
mismo individuo le proporciona.

La definicion anterior hace mencion a que la visualizacion es ante todo un proce-
so0, esto implica que debe darse de forma paulatina. El individuo primeramente se
ve expuesto ante un dibujo geométrico estatico, pero, cuando el individuo empie-
za a extraer relaciones o identificar algunas propiedades que le permiten conocer
con mayor profundidad aquel dibujo, entonces se dice que esta visualizando. La
figura estatica empez06 a tener mas sentido y mentalmente empieza a construir una
imagen mas compleja, que va mas alla de los trazos externos. La capacidad de
ver mas alla de lo descriptivo en un dibujo geométrico, identificando propiedades
y comprendiendo su interrelacion, resume los elementos que pueden derivarse a
partir de la visualizacion.

Clements y Battista (1992) [citado en Castiblanco et al., 2004] consideran que “la
visualizacion integra los procesos por medio de los cuales se obtienen conclusio-
nes a partir de las representaciones de los objetos bi o tridimensionales observa-
das en construcciones y manipulaciones” (p. 10).

Las representaciones geométricas pueden ayudar a los estudiantes a comprender
otras areas de las matematicas, por ejemplo, fracciones y multiplicaciones aritmé-
ticas, formulas notables en algebra, relaciones entre representaciones graficas de
funciones y representaciones de datos en estadistica (Jones, 2002).

Es importante entonces, reconocer las diferencias entre la dualidad dibujo o figu-
ra en geometria y una construccion geométrica. Un dibujo geométrico se cons-
truye a partir de la percepcion, en la que se pueden utilizar todos los instrumentos
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geométricos disponibles (regla, compas, transportador), son las que se utilizan
con mas frecuencia y permiten construir, de manera agil, un dibujo que representa
un problema (Tsijli, 1999). Una construccion geométrica representa la solucion a
un problema, cumple con las propiedades geométricas necesarias para facilitar la
visualizacion y legitima las conclusiones que pueden derivarse de ella.

De acuerdo con Castiblanco et al. (2004) la construccion geométrica se puede
describir de la siguiente manera: “un dibujo técnico, en el que la utilizacion apro-
piada de ciertos instrumentos asegura la adecuacion del dibujo a determinadas
propiedades” (p. 17).

Ademas, complementa esta definicion haciendo referencia a dos funciones esen-
ciales que la construccion geométrica tiene:

*  Asegurar el cumplimiento de propiedades geométricas.

* Lograr una generalizacion de la situacion determinada a otros contextos o
figuras con las mismas caracteristicas.

De esta forma, una construccion geométrica no es solamente un dibujo, pues
permite “verificar” las conclusiones que de ésta se pueden obtener, donde las pro-
piedades presentes en ella son construidas de manera explicita como un resultado
necesario para la construccion y donde siempre existira un resultado geométrico
que respalde la veracidad de las relaciones entre los elementos presentes en ella.

Duval (1998), citado por Castiblanco et al., 2004, senala tres niveles de razona-
miento en geometria:

* Nivel global de percepcion visual, el cual nos permite relacionar figuras con
objetos fisicos, donde se destaca la forma total de la imagen a partir de la
posicion o el tipo de trazo.

* Nivel de percepcion de elementos constitutivos, donde no solamente se per-
cibe la imagen globalmente, sino formada por elementos de una misma di-
mension o inferiores. En este nivel la posicion o tamafio no son importantes,
pues la atencion se centra en establecer las relaciones entre los elementos que
conforman la imagen.

* Nivel operativo de percepcion visual, en el cual se puede “operar” sobre las
figuras, es decir, permite la manipulacion mental de los elementos constitu-
tivos de ésta.

Para avanzar en el aprendizaje de la geometria los estudiantes deben pasar de un
discurso informal basado en una argumentacidn descriptiva, a un discurso formal,
que apoyado en la visualizacidon se genere un razonamiento que no se basa en
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una simple descripcion de una figura, sino que encadena proposiciones usando
inferencia l6gica, donde se enuncia definiciones y teoremas (Castiblanco et al.,
2004).

Los niveles de razonamiento geométrico que propone Duval, constituyen una
base teorica general que puede servir como marco de referencia para investiga-
ciones en geometria. Al igual que este autor, otros hacen sus aportes proponiendo
otros marcos tedricos que intentan categorizar estos razonamientos de los indivi-
duos con respecto al estudio de la geometria. En el siguiente apartado se enfocara
a detallar el marco conceptual que propone Van Hiele.

5. El modelo de Van Hiele para la ensefianza de la geometria

Jaime (1995) seniala que el modelo de Van Hiele surgio producto de la observa-
cion de los problemas cotidianos que se presentan en las aulas. Los Van Hiele
eran dos esposos holandeses, profesores de secundaria, que reflexionaron sobre la
problematica relacionada con la incomprension, por parte de los estudiantes, de la
materia que ellos les explicaban.

El mismo autor sefala que aunque se han formulado varias explicaciones sobre el
aprendizaje de las personas, centrado en la geometria, el modelo mas especifico
es el formulado por los Van Hiele. Asi, este modelo, a pesar de la “antigiiedad”,
representa las actuales lineas de investigacion en Didactica de las Matematicas
y constituye una teoria propia en la investigacion en geometria (Goncalves,
2000).

Este modelo incluye dos aspectos, uno descriptivo y otro prescriptivo. Jaime
(1995) senala que el primero intenta explicar como razonan los estudiantes a tra-
vés de una secuencia de niveles de razonamiento. La segunda parte del modelo
da algunas pautas a seguir, llamadas fases de aprendizaje, para la organizacion
del proceso de ensenanza con el fin de lograr que los estudiantes alcancen los
distintos niveles de razonamiento.

Van Hiele (1957) sefiala que en el proceso de formacion de la comprension en
geometria:

1. Se produce una estructuracion del campo perceptivo. El caso de si esta es-
tructuracion es o no repentina no tiene mucha importancia puesto que ello no
juega un papel determinante en el proceso de aprendizaje.

2. La estructuracion del campo perceptivo va unida a distintas palabras.
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3. El proceso mental acerca de las figuras se va desarrollando cada vez mas en
el terreno verbal, es decir, la estructuracion perceptiva se va convirtiendo
paulatinamente en estructuracion lingiiistica.

4. Se crea cierta autonomia en la estructuracion lingiiistica. Ciertas agrupa-
ciones de premisas llevan automaticamente a determinadas conclusiones, o
a la inversa, la busqueda de ciertas conclusiones lleva automaticamente a la
busqueda de ciertas premisas

El mismo autor sefiala que al formarse la comprension geométrica nos encon-
tramos por tanto con tres estructuraciones: una estructuracion perceptiva, una
estructuracion lingiiistica y una estructuracion logica. Asi, segiin se progresa en
geometria se elimina cada vez mas el lenguaje, de manera que se pasa directamen-
te de la estructuracion perceptiva a la simbologia sin haber usado el lenguaje.

5.1. Los niveles de razonamiento

Hay cinco niveles de razonamiento en el modelo de Van Hiele, los cuales esta-
blecen que la forma en que se conciben los conceptos geométricos no es siempre
la misma y varia conforme el alumno va progresando en el estudio de las mate-
maticas. Estos niveles de razonamiento no estan asociados con la edad de los
estudiantes, pues dependen de la ensefianza recibida por cada uno, asi como de
sus experiencias. Nivel 1: Visualizacion o reconocimiento.

En este nivel los conceptos son considerados de forma global, no se tienen en
cuenta elementos, propiedades o atributos. No se generalizan caracteristicas de
una figura a otras de su misma clase. La descripcion de los objetos se hace por
percepciones visuales.

e Nivel 2: Analisis

En este nivel los conceptos se entienden y manejan a través de sus propiedades.
El estudiante identifica y generaliza propiedades de un determinado concepto,
pero no establece relaciones entre ellas. Todo descubrimiento o verificacion lo
hace a través de la experimentacion. Para definir un concepto dan una lista de
propiedades, agregando algunas innecesarias u omitiendo otras imprescindibles;
no realizan clasificaciones inclusivas.

e Nivel 3: Ordenacion o clasificacion

La caracteristica principal de este nivel es que los estudiantes pueden establecer
relaciones entre las propiedades. Se parte de la experimentacion para crear la
necesidad de recurrir a una justificacion formal a partir de propiedades conoci-
das, se aceptan definiciones nuevas de conceptos conocidos, aunque impliquen
variacion de algunas caracteristicas de las anteriores y se utilizan clasificaciones
inclusivas. Siguen las demostraciones, pero en la mayoria de los casos, no en-
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tienden su estructura. Se establecen relaciones entre los diversos conceptos a
partir de sus definiciones.

e Nivel 4: Deduccion formal

En el cuarto nivel se efectian demostraciones formales, vinculando implicacio-
nes simples para llegar desde la hipotesis hasta la tesis. Aceptan la existencia de
definiciones equivalentes y de demostraciones alternativas.

* Nivel 5: Rigor

En este nivel se conoce la existencia de distintos sistemas axiomaticos (diversas
geometrias). Se puede trabajar la geometria de manera mas abstracta.

5.2. Fases del modelo de Van Hiele

Los Van Hiele elaboran una propuesta para la adquisicion de nuevas habilidades
de razonamiento por parte del alumno. Sin embargo, el paso de un nivel a otro
requiere de tiempo, incluso anos, atin cuando las actividades que el profesor pro-
ponga sean ordenadas y consideren las fases de aprendizaje.

Para cada fase se indica como deben ser las actividades propuestas y la interven-
cion del profesor.Primera fase : Informacion

Esta fase permite que los alumnos conozcan el tipo de trabajo que van a hacer y
que el docente descubra el nivel de razonamiento y el conocimiento que poseen
sus alumnos sobre el nuevo tema. El docente y los estudiantes toman contacto
con el material y los objetos a estudiar. Se hacen las primeras preguntas, se reali-
zan las primeras observaciones y se introduce el vocabulario especifico.

* Segunda fase: Orientacion dirigida

El profesor guia a los estudiantes para que estos descubran el conocimiento que
se desea. Los alumnos exploran el topico propuesto utilizando el material educa-
tivo segun las orientaciones del docente. Las actividades permiten descubrir a los
estudiantes las propiedades de los objetos o ideas matematicas exploradas.

» Tercera fase: Explicacion

Su objetivo es que los estudiantes sean conscientes de las caracteristicas y propie-
dades aprendidas. Los alumnos construyen y expresan sus propios descubrimien-
tos y el docente realizara las correcciones de lenguaje necesarias.

e Cuarta fase: Orientacion libre

En esta fase las actividades deben permitir a los alumnos resolver nuevas situa-
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ciones con los conocimientos ya adquiridos. Los estudiantes realizan tareas mas
complicadas pudiendo ellos mismos orientar sus investigaciones; estos desarro-
llan capacidades de analisis cuando por si mismos encuentran la explicacion y
justificacion de sus resultados.

*  Quinta fase: Integracion

Tiene por objetivo establecer y completar los conocimientos adquiridos. Los
estudiantes revisan los resultados y se forman una idea global de las relaciones
y propiedades aprendidas. El rol del docente es ayudarlo a realizar esta sintesis
de conocimientos, puede proponer resimenes y recalcar los resultados mas im-
portantes.

El modelo tiene varias caracteristicas que son importantes de conocer, para evitar
posibles confusiones o interpretaciones inadecuadas bajo este marco conceptual:

*  Secuencialidad:

En la adquisicion de los niveles, no es posible alterar su orden.
» Especificidad del lenguaje:

Cada nivel tiene su lenguaje propio.

* Paso de un nivel al otro:

El paso de nivel al otro no se hace de forma abrupta, sino que hay un periodo
durante el cual se presentan razonamientos de dos niveles (estado intermedio).

* Globalidad y localidad:

Las investigaciones parecen indicar que el nivel de razonamiento es local, es
decir, el nivel en el que un estudiante se encuentra para un determinado concepto
puede variar para otro.

e Instruccion:

La adquisicion de sucesivos niveles no es un aspecto biolégico, pues intervienen
en gran medida los conocimientos recibidos y la experiencia personal.
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Si se consideran los niveles de Van Hiele para la ensefianza de la geometria,
el profesor debe realizar una adecuada planificacion del proceso educativo, que
tome en cuenta las fases de aprendizaje y el disefio de actividades que, mediante
los distintos recursos disponibles para la ensefianza de la geometria, contribuya
al logro de un nivel de razonamiento “superior”.

Realizando una comparacion entre los tres niveles de razonamiento en geometria
expuestos por Duval y los cinco expuestos por los Van Hiele, podriamos decir
que ¢éstos estan relacionados.

Mientras que para Duval el nivel global de percepcion de visual es el que permite
relacionar figuras con objetos, donde se destaca la forma de la imagen e influyen
aspectos como la posicion o el tipo de trazo, en el nivel de visualizacion o reco-
nocimiento de los Van Hiele, los conceptos o figuras son considerados de forma
global y la descripcion de ellos se hace tinicamente por percepcion visual.

Es posible apreciar entonces que en ambos niveles no se hace una generalizacion
de las caracteristicas de las figuras y de los objetos, y su “aprendizaje” se hace a
través de la percepcion visual.

Esta semejanza entre el primer nivel de ambos autores se da también en los nive-
les siguientes. A continuacion se resumen las semejanzas de estos niveles.

Cuadro 2. Semejanzas de los modelos de Van Hiele y Duval

No se generalizan carac-
teristicas de una figura a
otras de su misma clase.
La descripcion de los obje-
tos se hace por percepcio-
nes visuales.

Niveles Van Hiele Duval Semejanzas
Visualizacion o reconoci- | Nivel global de percep- No se hace una
miento. cion visual generalizacion de las
Los conceptos son consi- Permite relacionar figuras | caracteristicas de las
derados de forma global, con objetos fisicos, donde | figuras y de los obje-
no se tienen en cuenta se destaca la forma total tos, y su “aprendizaje”
elementos, propiedades o de la imagen a partir de la | se hace por medio de

Nivel 1 atributos. posicion o el tipo de trazo. | la percepcion visual.
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Nivel 2

Analisis

Los conceptos se entienden
y manejan a través de sus
propiedades.

El estudiante identifica y
generaliza propiedades de
un determinado concepto,
pero no establece relacio-
nes entre ellas.

Todo descubrimiento o ve-
rificacion lo hace a través
de la experimentacion.
Para definir un concepto
dan una lista de propie-
dades, agregando algunas
innecesarias u omitiendo
otras imprescindibles; no
realizan clasificaciones
inclusivas.

Nivel de percepcion de
elementos constitutivos
No solamente se percibe
la imagen globalmen-
te, sino formada por
elementos de una misma
dimension o inferiores.
En este nivel la posicion
o tamafo no son impor-
tantes, pues la atencion
se centra en establecer
las relaciones entre los
elementos que conforman
la imagen.

Los conceptos e ima-
genes se conciben a
partir de sus caracte-
risticas.

La forma o posicion
de las figuras no son
relevantes.

Nivel 3

Ordenacion o clasificacion
Los estudiantes pueden
establecer relaciones entre
las propiedades.

Se parte de la experimenta-
cion para crear la necesidad
de recurrir a una justifi-
cacion formal a partir de
propiedades conocidas.

Se aceptan definiciones
nuevas de conceptos cono-
cidos, aunque impliquen
variacion de algunas carac-
teristicas de las anteriores
y se utilizan clasificaciones
inclusivas.

Siguen las demostraciones,
pero en la mayoria de los
casos, no entienden su
estructura.

Se establecen relaciones
entre los diversos concep-
tos a partir de sus defini-
ciones

Nivel operativo de per-
cepciodn visual

Se puede “operar” sobre
las figuras, es decir,
permite la manipulacion
mental de los elementos
constitutivos de ésta.

Los estudiantes logran
un nivel de “abstrac-
cion” que les permite
realizar justificaciones
de propiedades obser-
vables en construc-
ciones geométricas a
partir de la manipula-
cién mental de éstas.
Se establece que las
caracteristicas de un
objeto se mantiene in-
variantes sin importar
la manipulacion que se
haga de su representa-
cion geométrica

Fuentes: Van Hiele (1957), Duval (1998), Castiblanco et al. (2004). Elaboracion propia.
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Aunque los niveles anteriormente expuestos presentan caracteristicas comunes,
los Van Hiele exponen dos niveles mas (deduccion formal y rigor) que se relacio-
nan con los procesos formales de demostracion, los cuales, por lo general, no se
logran en la educacion secundaria.

Sin embargo, como ya se menciono6 anteriormente, el modelo mas especifico re-
lacionado con el aprendizaje de geometria y constituye una teoria propia en la
investigacion de esta disciplina.

6. Consideraciones finales

La geometria representa un modelo del espacio fisico que nos rodea. Para apren-
der geometria el estudiante debe comprender las relaciones, caracteristicas y pro-
piedades de los objetos sin importar la representacion que se haga de ellas. No
se puede seguir ensefiando geometria como un producto acabado, suprimiendo
todo el proceso de construccion de dicho conocimiento y aislandola del mundo
o de las otras areas de las matematicas. Es necesario que el estudiante tome un
papel activo en su aprendizaje y se le exija un poco mas que ser un receptor de
informacion.

Aunque es una realidad que todo acto educativo requiere planificacion de acuerdo
al contexto en el cual se desarrolla, ya no se puede pensar en esa clase donde el
profesor controla y “sabe” todo. En una clase de geometria se debe dejar el espa-
cio para la discusion, la experimentacion, el ensayo y el error, aprovechando éste
como una herramienta para el aprendizaje y parte del quehacer matematico. Es
decir, una clase donde el estudiante tenga una participacién activa, dirigida por la
investigacion, reflexion y busqueda del conocimiento.

Esta situacion obliga al profesor a innovar sus practicas educativas y “renovar”
sus estrategias metodologicas, donde las situaciones propuestas tengan su origen
en el contexto del estudiante, incluyan la historia de la geometria y su relacion
con las otras areas del conocimiento humano. EI docente debe propiciar activi-
dades que conduzcan al alumno a deducir resultados mediante representaciones,
construcciones, mediciones y experimentacion, para luego “formalizarlas” con la
guia del profesor.

Los recursos con los que el profesor cuenta para desarrollar sus lecciones van
desde material de desecho hasta una computadora, lo importante es que el uso
que se haga de ellos permitan desarrollar en los estudiantes las habilidades reque-
ridas para lograr un verdadero aprendizaje.
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El desarrollo de capacidades aritméticas, algebraicas, 16gicas, visoespaciales y
otras que le competan al estudio de la geometria, deben buscar un equilibrio.
Para esto el docente debe tener claro que todas las capacidades son igualmente
importantes y debe potenciarlas en sus salones de clase, en especial, no descuidar
la capacidad de visualizacion espacial, que con frecuencia es la mas sacrificada.

El educador debe ser conciente de que en la ensefianza de la geometria es dificil
plantearse objetivos a corto plazo, pues los conceptos que se estudian se siguen
utilizando conforme el estudiante progresa en su formacion geométrica, pues la
consolidacion de estos conocimientos se producird cuando el estudiante logre
relacionarlos con otros contenidos y conocer su aplicabilidad. La capacidad del
estudiante para desarrollarse y lograr un pensamiento critico y un razonamiento
logico no depende de situaciones problema totalmente nuevas y dificiles, sino de
situaciones sencillas pero con un nuevo enfoque que le impliquen un razonamien-
to progresivo y mas elaborado conforme avanza en el estudio de la disciplina,
donde importa tanto el resultado final como el proceso para llegar a él.

Ensefar geometria implica reconocer y seleccionar problemas geométricos in-
teresantes, teoremas, apreciar el contexto cultural e histérico de la geometria y
comprender la variedad de usos y contextos en los cuales esta presente la geome-
tria (Jones, 2002).

Es importante que el docente tenga claro el nivel de aprendizaje sobre geometria
que los estudiantes necesitan para su futuro y en particular, cuanto de ese apor-
te se puede hacer a partir de su curso. En los marcos conceptuales como el de
Van Hiele y Duval, el problema de aprender y ensefiar geometria es complejo,
maxime si la evolucion de la comprension o el razonamiento de los conceptos
geométricos es local y suponiendo, ademads, que se imparte geometria a grupos
de mas de 30 personas, complica mucho mas las posibilidades de lograr niveles
de razonamiento superior.

Este escrito busca sensibilizar al docente, proporcionarle insumos que le permi-
tan ver mas alla la de la punta del Iceberg. En la medida que se logre esta sen-
sibilizacion el docente empezara a planificar sus clases de una manera distinta,
con un norte definido, objetivos claros y consciente de que lo que se enseia deber
hacerlo bien, porque tiene relevancia.

El convencimiento debe partir desde lo esencial: ;para qué se estudia la geome-
tria? ;Cual es la problematica que engloba su estudio? ;Con qué instrumentos
se cuenta para diagnosticar y describir la problematica en mis grupos? Es impor-
tante hacer un analisis de las posibilidades de acceso a diferentes recursos para
ensefiar geometria y cdmo €stos podrian potenciar la evolucion de razonamiento
en geometria a niveles superiores, aspecto que no se discutio en este escrito, pero
que no se puede obviar.
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