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Resumen?

En el presente trabajo el autor argumenta a favor de la necesidad de la
introduccién del dlgebra moderna en los programas de estudio de ma-
temadtica para la ensefianza secundaria, destacando su importancia pe-
dagogica y el aspecto social implicito en dicha iniciativa. Las nuevas
conquistas de esta importante drea del conocimiento humano son fun-
damentales para que el pais logre superar la barrera de su subdesarrollo
cultural y econémico.
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Abstract

In this paper the author argues for the need for the introduction of mod-
ern algebra in the mathematics curricula for secondary education, high-
lighting its pedagogical importance and social aspects implicit in the
initiative. The new achievements of this important area of human knowl-
edge are fundamental to the country can overcome the barrier of cultural
and economic underdevelopment.
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1. Breve histéria da algebra e panorama da algebra moderna

Deixando de apreciar os conhecimentos matematicos dos povos pré-histdricos,
de que temos noticia por raras inscri¢des e comparagdes com algumas tribos
que se encontram ainda hoje em estdgio primitivo, podemos iniciar nossas
apreciacdes pelos egipcios e babildnios, a quem devemos 0s mais antigos es-
critos matematicos.

Como toda manifestacdo cientifica desses povos, a matemadtica se via domi-
nada por preocupagdes de natureza religiosa e pratica, restrita a uma elite sa-
cerdotal, que a utilizava, sobretudo para manter e proteger as dinastias reais.
Nao obstante, ja se notava um sistema completo de regras de célculo com nu-
meros inteiros e racionais positivos, alguns cdlculos de dreas, e 0 manejo de
equacdes de primeiro e segundo graus. Nenhuma tentativa, porém, de justificar
as regras utilizadas, nem definir os conceitos e operacdes.

J4 a ciéncia dos gregos, em especial a matemadtica, tem um aspecto bastante
diverso. Embora tenha se originado das ci€ncias orientais (o historiador grego
Heré6doto diz mesmo que o Egito € o ber¢o da geometria), a matemadtica grega
tem um cardter racional desde os seus primérdios. Ela procura enquadrar os
conhecimentos de cada teoria no esquema que leva do mais simples aos mais
complexos, fazendo com que ela dependa de um niimero reduzido de propor-
coes iniciais. Assim, toda ciéncia é baseada numa légica que permite edificar
as diversas teorias.

Os Elementos de Euclides (século III a.C.) desenvolveram em 13 anos toda a
matematica até entdo conhecida, de acérdo com o citado esquema. A Geo-
metria contida nos Elementos €, com modificagdes superficiais, aquela ainda
ensinada na Escola Secunddria. Uma parte dos Elementos é dedicada a Arit-
mética. Encontram véarias demonstra¢des formais de regras de célculo. Mas,
deve-se observar que a Geometria tem importancia preponderante (basta notar
que a teoria das Grandezas, que € a parte aritmética da obra, é essencialmente
geométrica), o que provoca um menor desenvolvimento do cdlculo algébrico.

Somente no século III, com Diofante de Alexandria, nota-se uma volta aos
“calculadores”, que aplicam as regras empiricas aprendidas dos egipcios e ba-
bil6nios, sem preocupagdes de cardter demonstrativo e geométrico. Desenvolveu-
se entdo um Cdlculo Algébrico abstrato, e é pela primeira vez adotado um
simbolo literal para representar uma incégnita de uma equacao.

Desde entdo, até o inicio do século XVI, se desenvolve na Europa a notacdo
algébrica, além da difusdo, por intermédio dos drabes, de Matematica grega
e hindu sistematizada. Os nimeros negativos sdo entdo introduzidos no Oci-
dente.
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No inicio do século X VI, os matematicos da Escola Italiana (Scipido del Ferro,
Cardan, Tartaglia, Bombelli) descobrem a resolu¢do, por radicais, das equa-
¢coes do 3° e 4° graus, e sdo for¢ados a introduzir os imaginarios nos calculos.
Por outro lado, Viete e Descartes aperfeicoam a notagdo algébrica, tornando-a
proxima da atual.

De meados do século XVII ao fim do século XVIII, os desenvolvimentos do
Cilculo Infinitesimal relegaram a Algebra a segundo plano; mas esta ressurgira
depois com C. F. Gauss e E. Galois, j4 com o cariter de Algebra Abstrata.

C. E Gauss, estudando as formas quadraticas, introduz pela primeira vez a
idéia de operacgdo entre entes que ndo sdo nimeros. F. Galois introduz a nogado
de grupo na teoria das Substituicdes, que ele usou para estudar as equagdes
algébricas.

Veremos, posteriormente, que estas idéias sdo bdsicas na dlgebra moderna, e
constituem mesmo uma de suas caracteristicas principais.

Atualmente, consideramos a dlgebra como estudo de operacdes algébricas, in-
dependentemente da natureza dos objetos aos quais eles se aplicam.

A idéia de operagdo algébrica é bastante simples: a um par de elementos de um
conjunto E fazemos corresponder um terceiro elemento do conjunto, e aqui a
idéia de fungdo estd evidente. Isto é, o par (x,y) de elementos de F vai em z
de E. A esta correspondéncia chamamos “lei de composi¢do interna”.

Distinguimo-la de outras, denominadas “lei de composi¢do externa” onde se
trabalha um conjunto F e um comjunto A de “operadores”, a lei de compo-
si¢do externa faz corresponder a um par (a, ) onde a é um operador ¢ z um
elemento de E, um elemento y de . Um vetor opera deste modo.

Dando uma ou mais leis de composi¢do (internas ou externas) em um conjunto
F, temos uma “estrutura algébrica” em F. O estudo destas estruturas constitui
a dlgebra moderna.

H4 indmeras espécies de estruturas algébricas, caracterizadas pelas leis de
composicdo que as definem e pelos “axiomas” que se referem a estas leis.

Uma estrutura algébrica das mais simples e fundamentais € o grupo comuta-
tivo: é um conjunto F, no qual se dd uma lei de composi¢do interna, + : (y, x)
par de elementos de E' vai em 2z de E' (éste elemento de F/ composto a partir
de z e y representados por x 4 y, ou seja, z = T + y), satisfazendo:

l. (x+y)+ 2z =2+ (y + z) (associatividade)

2. x +y = y + x (comutatividade)

3. Existe em E um elemento e tal que z 4+ e = z para todo x de B
4.

Para cada elemento = de F existe em E um elemento x’ tal que z+x’ =
e. Demonstra-se que e e ' sdo Unicos.
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Exemplos de grupos comutativos sio freqiientes:

1) Numeros inteiros, onde a lei de composi¢do € a adicdo usual (com a
multiplicag@o usual ndo é).

2) Numeros racionais, com adi¢ao usual.

3) Numeros racionais ndo nulos com a multiplicagéo usual.

4) Polindmios inteiros, com a adi¢ao usual de polindmios.

5) Vetores no plano, com a soma dada pela regra do paralelogramo.

6) Horas do relégio (na realidade a lei de composi¢do € externa)

Outras estruturas fundamentais da algebra sdo:

Anel: € um conjunto £ com duas leis de composicdo interna + e X que satis-
fazem:

(T+y)+z=2+(y+2)

T+Yy=y+zx

Existe um elemento e em F tal que © + e = x paratodo x de F
Para cada elemento = de E existe um elemento 2’ talque x + 2/ = ¢
rx(y+z)=xxXy+axxz

(xxy)xz=ax(y X z)

TXY=Y Xz

® NS kW

Existe em E um elemento w tal que z X v = x para todo = de FE.
Demonstra-se que u € tnico.

Corpo: € um conjunto £ com duas leis de composicio interna + e x satisfa-
zendol...... 8e

9. Para cada elemento x # e de E existe um z” tal que = X £~ = wu.
Demonstramos que z” € tnico.

Exemplos de anéis e corpos:

1. O conjunto de todos os nimeros inteiros com as operagdes soma e pro-
duto usuais é um anel, mas ndo € corpo. Neste caso

e=0, u=1 2=-x e z"=1/x

2. O conjunto dos polindmios inteiros com as operagdes habituais € um
anel, mas ndo € um corpo.
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3. O conjunto dos nimeros reais é um corpo com as operagdes usuais, além
de ser um anel.

Usando os axiomas, pode-se demonstrar teoremas que traduzem propriedades
conhecidas. Por exemplo:
TEOREMA: Num grupo, a equagio a + x = b sempre tem solugdo.

Dem: Sendo a elemento do grupo, pelo 4, existe a’ no grupo tal que @’ +a = e.
Da equacdo dada temos entdo o’ +a+x =a’ +boue+x =a’ + be pela3
éx=ad +0b.

Esta é efetivamente soluc@o, pois a + (a’ 4+ b) = b.

Observa-se que esta propriedade nos diz como conseqiiéncia que no grupo
aditivo dos inteiros a subtrag¢do é sempre possivel.

Porém, no anel dos inteiros a equacdo ax = b nem sempre tem solucdo, pois
com relacdo ao produto, o conjunto dos inteiros nao ¢ um grupo.

Outro exemplo:

TEOREMA: Num anel, e X a = e para todo a do anel.

Dem: e+ e =e(pela3.)

a X (e +e) = a x e (efetuando a opera¢do x com elementos iguais).
axe+axe=axe(pelas.)

a X e = e (pela 3. com a unicidade de e).

Existem intimeras outras estruturas, das quase nao cogitaremos.

Nota-se, claramente, que dlgebra moderna é axiomadtica, e confrontada, sob
éste aspecto, com a geometria, leva inimeras vantagens. Citemos principal-
mente a simplicidade da natureza dos objetos, das operagdes, dos axiomas e
dos teoremas. Além disso, o sistema axiomdtico é logicamente perfeito. Com
a geometria atingimos isto s6 com algo do tipo dos Fundamentos da Geometria
de Hilbert.

Este aspecto de ciéncia axiomatizada € um forte caracteristico da matemadtica
atual. Outro carater da matematica atual, que dia a dia se evidencia e se gene-
raliza, é a primazia das estruturas e técnicas algébricas.

Com relagdo a Geometria, por exemplo, o célebre Programa de Erlangen de
Felix Klein, em 1872, ja mostrou como a Geometria se enquadrava perfeita-
mente no esquema algébrico.

Um conjunto de transformacdes geométricas, com a lei de composi¢do que
associa a duas transformacdes a transformacao obtida pela aplicagcdo sucessiva
das duas transformagdes dadas € um grupo.
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Por exemplo, as translacdes, as rota¢des, as simetrias, constituem grupos de
transformacgdes. A cada um déstes grupos pode-se associar algumas propri-
edades geométricas que sdo invariantes pelas transformagdes do grupo. Por
exemplo, a distincia entre dois pontos € invariante por translagdes.

Assim, podemos falar na Geometria associada ao grupo de transformagdes G
como o estudo das propriedades geométricas invariantes pelos elementos de G.

A geometria Elementar é a geometria associada ao grupo dos deslocamentos
rigidos (translagdes, rotacdes e reflexdes); nela se estudam propriedades como
comprimento, drea, congruéncia, paralelismo, perpendicularismo, semelhanca,
e outras. Mas o estudo da semelhanca tem seu lugar natural na geometria
associada ao grupo das semelhancgas, onde ndo mais se estudam propriedades
de cardter metrico.

Infelizmente, as idéias de Klein tém sido pouco consideradas. Haja vista a
mistura de teoremas de semelhancas com teoremas métricos, a quase nula
importancia dada as transformacdes de figuras nos programas, e a esdrixula
colocagdo do teorema de Euler para poliedros.

Na matematica aplicada, nota-se sempre crescente aplicacdo da dlgebra. Es-
truturas algébricas, estudadas do ponto de vista puramente abstrato, servem,
como instrumento indispensavel, a tecnologia e as ciéncias de natureza socio-
l6gica.

A Psicologia da Crianga e do Adolescente, desenvolvida por Jean Piaget € sua
escola, mostra uma correspondéncia entre as estruturas algébricas e os meca-
nismos operatorios da inteligéncia, regidos por uma forma de reversibilidade,
paralela a existéncia de inverso que surge no axioma 4 de grupos. Segundo
Jean Piaget, o grupo € uma tradugao simbolica de certos caracteres fundamen-
tais do ato de inteligéncia; a possibilidade de uma coordenagdo de acdes e de
reversibilidade.

2. A Algebra Moderna na Escola Secundéria

Um ponto que reputo fundamental na escola secunddria é transmitir aos alunos
a ciéncia atual. E absolutamente fora de propdsito que um professor de Por-
tugués ensine e exija dos alunos ortografia do século XIX. No entanto, a Ma-
temadtica ensinada na Escola Secunddria é, em grande parte, da antiguidade:
a algebra, particularmente, é tipicamente babildnica, dada com uma série de
procedimentos impostos sem justificativa.

Além disto, ¢ sumamente prejudicial que se desligue completamente a Ma-
temdtica Secunddria da verdadeira Matemadtica de nossa época. E o ensino
de uma ciéncia completamente desligada do ambiente cultural especifico da
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época, s6 poderia ter valor utilitirio. Mas este ainda € mais duvidoso. Uma
porcentagem minima da Matematica constante de nossos programas serve pra
algum fim. Para uma pessoa que na vida diaria use apenas as quatro opera-
¢Oes, a matemadtica foi apenas o tormento de seus anos escolares, servindo-lhe
pouco. Para outra, que abrace uma carreira em que a matematica seja indispen-
sével, pouco do que estudou lhe serd ttil. S6 um tabu tem mantido o prestigio
da matematica nas Escolas. Mudanga de programas visando melhor estrutu-
racdo penso ser irrealizdvel, pelo menos no periodo de uma geragdao. Ha toda
uma escala de interésses em jogo, e, além disso, ndo conseguird atualizar e
preparar o professorado para nova orientagao.

Julgo perfeitamente possivel uma mudanca, até certo ponto espontanea, den-
tro dos programas tradicionais. Seria conseguida mediante a intensificagdo
dos Cursos de Férias como os que sdo promovidos pela CADES, com o con-
curso das Universidades. Tais cursos seriam organizados de modo a criar entre
os alunos um ambiente de Matematica Moderna. Seriam apresentadas te-
orias avangadas e atualizadas, naturalmente com critério. Programas assim
tém sido desenvolvidos pela “Association des Professeurs de Mathematiques
I’Enseigement Public”, pela “Association for Teaching Aids in Mathematics”
(Gra-Bretanha), pela “Séciété Belge des Professeurs de Mathématiques”, pelo
“The National Council of Teachers of Mathematics” (USA), pelas diversas
seccoes da Comissao Internacional para o Ensino da Matematica (na qual nao
figuramos).

Visar-se-ia apresentar aos professores um panorama da Matemdtica Moderna,
evidenciando como podemos relaciond-la com a Matemadtica dos Cursos Se-
cunddrios, e em que medida esta pode ser influenciada por aquela, alcan¢ando
melhor rendimento e encaminhando maior numero de jovens para as carrei-
ras cientificas, o que é fundamental na nossa luta para escapar da condi¢do de
gigante subdesenvolvido.

Simultaneamente, procurar-se-ia reavivar nos professores o gosto e o entusi-
asmo pela matéria, que sabemos tende a desaparecer com algum tempo de
magistério, em condi¢des intelectualmente embrutecedoras, repetindo vdrias
classes, num mesmo dia de as vézes até 12 aulas, a mesma matéria de varios
anos.

Soma-se a isso a falta de ambiente cultural e a falta de publicagdes especifi-
cas (normalmente os professores t€m acesso apenas aos livros didaticos das
Editdras que titia um corpo de popaganda eficiente).

Este aspecto mereceu a seguinte apreciacio de Henri Lebesgue: “E um pro-
blema dificil e sempre aberto saber como ajudar os professdres de matérias
cientificas do ensino médio a encontrar na ciéncia que éles estudaram e da
qual ensinam os rudimentos, um alimento para seus pensamentos. Como con-
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seguir que sua vida intelectual ndo se separe de seus afazeres profissionais,
ndo se oponha a €les, e que entdo éles cumpram sua tarefa com mais alegria e
orgulho e, portanto, com maior eficiéncia?”
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Isto exigiria que os professores se deslocassem de suas cidades para os cen-
tros onde se realizam os cursos, o que se poderia facilitar com a concessao de
pequenas bdlsas para a sua manutencdo. Além disso, a distribui¢ao de livros
editados pelo Ministério e excursdes de equipes de professores por cidades do
interior, passando algumas horas em cada uma delas, pronunciando conferén-
cias e trocando pontos de vista e sentindo as dificuldades do corpo docente,
procurando orientd-lo, teria excelentes resultados, como indica o sucesso dos
cursos da CADES. Embora de realizagdo irregular, seria crescente e com reais
vantagens sObre as classes experimentais, que a meu ver apresentam o grave
inconveniente da sele¢do “a priori” dos alunos. A oportunidade de receber
ensino moderno deve ser dada mais largamente, em regides dirersas, e nio
s6 naquelas cujo alto padrdo econdmico possibilite a criacdo de classes expe-
rimentais. Note-se que as regides menos desenvolvidas normalmente dao as
carreiras de ci€ncia pura muitos elementos, talvez em virtude da pouca oportu-
nidade dada aos profissionais da industria, em geral insipiente nessas regioes.

Introduzir o espirito da dlgebra moderna nos atuais programas consegue-se
com relativa facilidade, e seria passo decisivo para a atualizacdo, indispensa-
vel, do nosso ensino.

Quando se dé as propriedades dos nimeros, € perfeitamente razodvel que se
faca uma esquematizacdo seguindo os axiomas da estrutura a que pertence
o conjunto estudado. E as propriedades significativas sdo aquelas que estdo
nesses axiomas.

Quando se passa de um tipo de nimero para outro, pode-se evidenciar o que
se ganha do ponto de vista algébrico: propriedades, implicitas nos axiomas, e
possibilidades de novas operagdes.

Estudando sistemas matematicos aparentemente desligados, como niimeros in-
teiros, polindmios e transformagdes de figuras no plano, que do ponto de vista
algébrico sdo intimamente relacionados, ndo é razodvel que se deixe de frisar
&ste aspecto.

Bem situar determinados capitulos, pela sua hierarquia estrutural, dentro de
um esquema légico, e ndo simplesmente abandonando a parte do programa
para a qual ndo sobrou tempo.

Termino, citando uma frase de Alfred North Whitehead, da palestra “Mathe-
matics and Liberal Education”, publicada no “Journal of the Association of
Teachers of Mathematics for the South Eastern Part of England”, vol. 1, Nerl
(1912); “Se o ensino da Matemdtica ndo for agora reavivado por um ar de re-
alidade, ndo podemos esperar que ela sobreviva com um elemento importante
na educacdo liberal do futuro.”
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