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DISENO DE FILTROS DIGITALES FIR DE FASE LINEAL
USANDO MUESTRAS ESPACIADAS DE ACUERDO CON
LAS POSICIONES DE LOS CEROS DE POLINOMIOS
ORTOGONALES EN EL DOMINIO DE LA FRECUENCIA.
Jorge A. Romero Chacon.

Resumen

Un método novedoso para el disefio de filtros digitales de respuesta finita al impulso y fase lineal se propone con ba-
se en la técnica de muestreo en frecuencia, donde las muestras son colocadas de acuerdo con la posicién de los ceros
de polinomios ortogonales clasicos (Jacobi, Hermite, Laguerre). Tales posiciones son inherentemente no uniformes.
Se realiza una justificacion del método con base en la aplicacion del teorema de muestreo generalizado de Kramer,
para generar expansiones de muestreo que permiten su aplicacion directa al problema del disefio de filtros digitales.
Los resultados obtenidos muestran una banda de transicion mas angosta y una atenuacién minima tan buena o mejor
gue otros resultados que usan el mismo ndmero de coeficientes en disefios provenientes de la aplicacion de la técnica
de ventanas.

Palabras clave Polinomios; funciones ortogonales; filtros digitales; tratamiento y deteccién de sefiales.
Abstract

A novel method for the design of linear phase finite impulse response digital filters is proposed based on the frequency
sampling technique, where the samples are placed according to the location of the roots of classical orthogonal poly-
nomials (Jacobi, Hermite, Laguerre). These locations are nonuniform in nature. The method is shown to be based on
an application of Kramer’s generalized sampling theorem that generates sampling expansions that allow for a direct
application to the digital filter design problem. The results obtained show a narrower transition band and a minimum
attenuation as good as or better than other results that have the same number of coefficients in designs performed ac-
cording to the window technique.

Keywords: polynomials, orthogonal functions, digital filters, signal processing and detecction.

1. INTRODUCCION este articulo se tratara con la segunda técnica, por
la oportunidad que se ofrece de aportar una nove-

Los filtros de respuesta finita al impu|30 (Cuya dad al estado de la cuestién. Si se denota con
traduccién al inglés se abrevia con las siglasHd(®) la respuesta en frecuencia deseada para un
FIR, finite impulse responjdienen la ventaja filtro FIR, su respuesta al impulso puede denotar-
de ser compelidos con facilidad a poseer fase lise porhy[n]. Ambos conceptos estan relaciona-
neal para una respuesta al impulso par o impardos por el par de ecuaciones

Como tal propiedad es de suma importancia er

la practica, las técnicas de disefio de filtros FIR - iamT

son de interés considerable. Hay cuatro de ella H,(w)= Z hynle™™ Q)

que a continuacién se enumeran: (1) la técnice. T

de funcién ventana; (2) la técnica de muestrec .

en freguenma, (3) 1a teqnlcg de dlse'nos: con riza h, [n]= | de (@)e’ deo
do uniforme y, (4) la técnica del disefio maxi- 27

mamente planic. -

@)

Como Hy(w) es una funcion periddica, las dos
Si bien es cierto que de las técnicas mencionadagcuaciones anteriores definen una serie infinita
las mas populares son la primera y la tefcera  de Fourier corhy[n] como los coeficientes. Sin
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embargo, debido a las limitaciones practicas defrecuencia en puntos escogidos especificamen-
céalculo computacional, la respuesta en frecuen-te y que no estan separados entre si uniforme-

cia del filtro FIR esta dada por mente, sea ya en una o dos dimensiones vy, se-
gunda, se busca el disefio eficiente de filtros
M N 3) FIR que requieren de un menor niamero de ope-
] | = —jonT . . Ly . .,
H(w) Z_;)h[”]e raciones aritméticas en su realizacion que los

filtros convencionales.
La ecuacion anterior es una aproximacion a
Hy(w) mediante una serie finita de Fourier. Para Un vistazo a los aportes que han aparecido en la
disefiar un filtro FIR basta truncar la respuestaliteraturd™ indica que se ha buscado proponer
ideal hy[n] fuera del intervaldd < n< M para  métodos que coloquen las muestras en frecuen-

producirh[n]: cia en posiciones arbitrarias, de modo tal que el
(4) método sea lo mas aplicable posible a situaciones
h,[n] 0<n<M generales. En este articulo, se propone un esque-

hln]= 0 otros valores de n ma de muestreo no uniforme definido por las po-

siciones de las raices de los polinomios ortogo-

El disefio especificado por la ecuacion anterior esh@les de Laguerre, cuyas posiciones varian con-
la aproximacion dély(w) por H(w) basada en el ~ forme a la variacion experimentada por un para-
minimo error cuadratico medio: tal error se ob- Metroa determinado. Para justificar la propues-
tiene truncando la serie infinita de Fourier co- ta de este esquema no uniforme, se debe primero
rrespondiente a tal funcién. Sin embargo, el trun-Presentar la forma como las raices del polinomio
camiento de la serie de Fourier origina el conoci-d€ Laguerre determinan una expansion que pue-
do fenémeno de Gibbs ét(w) especialmente si de.emplearse para representar una funcién cual-
Hq(c) es discontinfla Como los filtros son — quiera; esto se hace en las secciones 2, 3y 4.

idealmente discontinuos en los bordes de sud’OSteriormente, en la seccion 5, se mostrara el
bandas de transicion, el simple truncamiento gemetodo para el disefio de filtros digitales basado

la respuesta al impulso producira usualmente ur€n 12 posicion de tales raices.
disefio inaceptable.

2. LATEORIA DE NUCLEOS
REPRODUCTORES PARA
ESPACIOS FINITOS DE SENALES

En vez de calcular los valores en tiempo discre-
to que caracterizan a la respuesta al impulso
h[n], la técnica de disefio de filtros digitales
conocida como muestreo en frecuencia, postu- i ;
la colocar las muestras de la respuesta en frel-@ teoria de los ntcleos reproductores procede
cuenciaH(w) en puntos espaciados uniforme- d€l trabajo de matematicos como G. Szegd
mente y con valores adecuados, para satisfaceft921) y S. Bergman (1922)Se requiere algu-
el disefio propuestoEl calculo de los coefi- Nas definiciones previas para comprender su sig-
cientes de la respuesta al impulso podria entonhificado.

ces hacerse utilizando expresiones equivalentes o
a la ecuacion (2) Definicion 1 SeaV un espacio lineal. Una norma

enV es una reglgque asigna un nimero reép)
La técnica de muestreo en frecuencia fue pen-2 c@da [JVy que satisface los siguientes axio-

sada originalmente para emplear muestras ed"@s @, ¢ [J'V, a cualquier nimero complejo):

frecuencia espaciadas uniformemente. Sin em-

bargo, ha habido mucho interés en empleary. \(ag) = |afy(9)

muestras espaciadas no uniformemente por dog. (g + W)< y(¢) + y(¥)
razones fundamentales: primera, se busca ung. ()= 0 implica que ¢ = O
manera de colocar valores de la respuesta en (/7 es el elemento cero en V)
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Definicion 2 Seal cualquier intervalo abierto E se llama ndcleo reproductor Hesi
a < x < b sobre la recta numérica. Una funcion
f(x) es integrable cuadraticamentelesi esuna 1. Para todg, K(x,y) como funcion de perte-
funcion integrable localmente ¢nal que nece aX.
2. Paratody [J Ey todof [J X,

ao(f)=[f|f(x)|2dx]; -

f(,V): (f(x),K (an’))_r (9)
conaog(f) <eo.
donde el subindice x indica que el producto inter-
Lo anterior define un espacio lineal completo ng es aplicado a funciones xIfL7]. A esto se le
Lx(1), con un elemento cero que es la clase de tofjama la propiedad reproductora del nicleo.
das aquellas funciones que son iguales a cero so-
bre todo casi; a, es una norma eloy(l). El nicleo reproductor, cuando existe, es Unico
para un espacio de Hilbert. Se procedera a calcu-
Definicion 3 Un producto interno es una regla larlo para espacios finitos que se originan de
que asigna un numero compléf) a cada par transformaciones implicitas en algunas expansio-
ordenadd, gde elementos eln,(I) definido por  nes en series ortonormales. Dado un conjunto de
funciones ortonormaley,}, todof [ Ly(1) (el
conjunto de sefiales de energia finita definidas

(f.g)= ff(x)g(x)dx (6) sobre el intervald) es expresable en la forma
QOnde la barra sobrgx) indica su complejo con- /= Z (f-,% )pr,, — Z F(n);/” (10)
jugado. w0 P

con

Del concepto de producto interno se sigue que un

conjunto de funciones ortonormales)} es s

completo si todo elementd’L,(I) puede expan- F(n)= .[j )y, (x)dx (11)

dirse en la serfe | denota el intervalo sobre la recta numérica
- ©) donde la ortonormalidad existE(n) es el re-

f=2(f v, v, sultado del producto interno de cada funcién
=0 ortonormal conf. F(n) puede tomar cualquier

que converge ehy(l), es decir, valor, pero sélo para puntos discretp®sta es

v . ®) Ie_l’cargcteristica principal de una transforma-
au[f _ Z (f, v, ),," ) 50 cion discreta.
n 0
La expansion en series ortonormal anterior pue-
conformeN tiende a infinito. de relacionarse con la expansion en series de
Fourier para una sefal periédica. Cuando se cal-
Definicién 4:Un espacio con producto interno cula la transformada de Fourier de una serie de
sobre el conjunto de nimeros complejos (o elFourier para una sefial periddica, se obtiene una
conjunto de nameros reales), que es completGecuencia de impulsos centrados en puntos sepa-
con respecto a la norma inducida por el produc-rados por una distancia inversamente proporcio-
to interno, se le llama espacio complejo (o real)nal al periodo de la sefial. Esta secuencia de im-
de Hilbert, respectivamente. pulsos define el espectro de linea de la sefial pe-
riédica. La amplitud de cada impulso es el valor
Definicion 5:SeaX una clase de funciones de- del correspondiente coeficiente en la expansion.
finida enE que forman un espacio dgilbert  Cuando la sefial periédica se descompone en un
(complejo o real). La funcioK(x,y)dex ey en
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numero finito de armaonicas, la expansion de lamales se le identifica con los polinomios ortogo-
serie de Fourier se reduce a una suma finita. Sinales clasicos de Jacobi, Hermite y Laguerre, que
milarmente, supongase que f es descomponiblalefinen transformaciones integrales para otras
en una suma finita dd+1 funciones base, de tantas expansiones en series ortonormales, cada
modo que f puede decirse que es de soporte fimiembro del conjuntd y,} pudiera escribirs®

nito N sobre el conjunto discreto de pun{as, como

lo que significa que para valores> N, F(n)=0. 1

Esto puede verse como la contraparte discret: w(x) 2

del concepto de sefiales de banda limitada de ¥» (x)= | P (x) (15)
dominio de la transformada de Fourier. Una ex- !

tension de este concepto para una transformaeondep,(x) es el polinomio de ordem, w(X es
cion integral que produce un espectro continuola funcién peso que define la ortogonalidad sobre
para una variable contindapostularia que el | intervalol y h, es el factor de normalizacién
soporte finito es sobre un conjunto de vanrespara la ortonormalidad sobteEl ndcleo repro-

continuo y acotado de la variablePara el ca-  gctor puede entonces escribirse en la forma,
so de sefales con soporte finMasobre el do-

minio de una transformacion discreta, N
& p, (e, ()
(16)

s K (x, v)=[w(r)w()]:
7= 3 P, ) P

=0 (12)

Los coeficientes de la expansién correspondien- Si se aplica ahora la identidad de Christof-

te al nucleo reproductdt(x, y) del tipo de es-  fe| parboux [20], valida para los polinomios or-
pacio de sefiales que se considera aqui, seriaygonales mencionados, (ver ecuacién 17) don-
calculados por medio de deky es el coeficiente de mayor valor del poli-
nomio ortogonal de orded y hy su correspon-
K(n,y)= '[K(x,y)t;fn(x)dx (13) diente factor normalizante. En Ia. referencia
[21] se muestra los valores respectivos de tales

) ) ) paranetros para los polinomios ortogonales
que es igual, debido a la propiedad reproducto-mencionados. En particular, para la transforma-

ra deK(x, y) ayi(y). Si se expande ahokdx,  isn de Laguerre, definida para el intervalo [0,

y) en términos del conjuntajy}, - o[ con base en los poldmios de Laguerre ge-
Si ahora al conjuntgy,} de funciones ortonor-  neralizadosl,¢, de orden n y pametroa> -1,
(ver ecuacion 18)

N N .z
Kle)= S Kb 6)= S0, c)  fonse ) epresena fa uncion g e
n- 0

(14)

K (o)~ by )ﬂ 0

N+

} { P @)py 0)= py &) (y)} a7

hN (x - y)

F(N+0:+1) x—y

K(x,y)= (xy)%eig%” r'(N+2) {L}(x)ﬂir.l(.V)—Lh ()L (y)} (18)
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3. EXPANSIONES DE MUESTREO Seaf(t) una sefial de soporte finidh La suposi-
OBTENIDAS A PARTIR DE NUCLEOS cién basica del teorema de Kramer es la existen-
REPRODUCTORES DE ESPACIOS cia de una sefigl(t) de energia finita relacionada
FINITOS DE SENALES con f(t) mediante una funcidR(t,x) Considére-

se el caso particular cuand@) = f(t) y R(t,x) =
En Ingenieria Eléctrica estamos familiarizadosK(t, x). Con estas modificaciones y aplicando el
con la expansién de muestreo de Shannon, déeorema de Kramer, se sigue que, Si
gran valor en Telecomunicaciones, en donde una

serie de funciones ortogonales, utilizando coma f(7)= ‘[R(f’x)g(x)a&: IK(!,x)f(x)dx (20)

coeficientes las muestras de una sefial, son utili
zadas para representar tal sefial. En forma de teo-

rema, se dice que si una funcféro contiene fre- Yy si hay un conjunt& = {t} tal que{K(t,, X)} es
cuencias superiores\dl Hz, esta esta completa- un conjunto ortogonal completo sobre L2(1), en-
mente determinada dando sus valores en una séences

rie de puntos espaciados (1/2W) segundos entr~

FO=1im 3 7(,)5,0)= 3 74,)5,0)

ia N=e lujzn |nl=N

£0)= Zf[ n jsen[rr(ZWr—n)] (19) 1)
2W [:'r(2WI = n)] con

H=—

jK(r, XK' (¢, ,x)dx

,
Existen otras expansiones de muestreo que put (0= J;|K(r ')|2dx
den derivarse. De hecho, los espacios de Hilber na¥

con nucleo reproductor asociados con las transdondeK*(t,,, x) denota el conjugado complejo de
formaciones de Fourier, Hankel-Bessel, seno yK(t,, x). Se debe determinar entonces el conjunto
coseno generan otras tantas expansiones de qe puntos y caracterizar a las funciones ortogo-
muestreo. Cada una de estas {ransformacionég,jes que hacen cumplir el teorema de Kramer
tiene un espacio asociado de sefiales de banda |, 455 |as condiciones de aplicacion. Si se escoge
mitada de energia finita. Se derivara a continuay t;ansformacion de Laguerre, con el polinomio
cion una expansion de muestreo a partir de logyq Laguerre de ordeMy parametra v, si se usa

nacleos reproductores introducidos en la secciérb| nticleo reproductor correspondiente tor,
anterior. El objetivo de tal derivacion sera contar . .
01, t, 2 t,, la integral siguiente puede calcular-

con una expresion que permita su uso en el dise- - -
~ ) . se como se indica: (ver ecuacion 23)
fio de filtros digitales.

n*

(22)

Para las transformaciones discretas c:onsiderada'gara hacer a las .fun.cmne(:ix, W, KX, &)
en la seccién anterior, la aplicacion del teorema®togonales, la siguiente igualdad se debe
generalizado de muestreo de Krateesultara ~ Satisfacer,
en una expansion de muestreo para las funcione _, a ; ;
S o — = 24
f con soporte finito N en el dominio de la trans- Ly (t,)LN+] (‘2) LNH(tl )LN (tz) 0 (@4

formacion.

[ Ko m)K e ) de=K (1, 1,)

- A p(N+2) | L), () - L, () (1)
K f K i =(tt 2 N\ N+ N2 N4 AT N A2 (23)

1 2
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Conf de soporte finitdN, hay[(N - 1)N]/2ecua-  Para el numerador,

ciones similares a la anterior. Una manera obvia

de satisfacer tales ecuaciones al mismo tiempc

es escoger los'$ como las raiceN+1 del poli- fK(x,t)K(x,rk ydv = K(t.7,) (29)

nomio de Laguerre de ord&h-1-ésimo y para-

metro a. Con esta escogencia, el conjunto de

funciones expresado por (ver ecuacion 25) La expresion final para las funciones ortogona-
les que integran la expansién de muestreo es,

coni =1, ..., N+1, forma un conjunto ortogonal

de funciones.

L e :
Por consiguiente, aplicando el teorema de Kra- l{t_] e ? [‘ Ly (‘)]
mer para las condiciones establecidas al princi- S, (t)= k (30)
pio de esta seccion, (=t )N +a+1)L5(t,)

N+1
0= 7(.)s.0) (26)

k=l El desarrollo presentado aqui para la transfor-
donde{t,} son las raices del polinomio de La- macion de Laguerre, puede aplicarse igualmen-

guerre de orden N+1 con parametny te para las otras transformaciones mencionadas

anteriormente, pudiéndose generar para cada

fK(x,I)K(x,t,( )edx transformacion su correspondiente expansion

Sy (f): S (27) de muestreo. Nuestro interés particular en los
_I:"‘K(x’tk )"dx polinomios de Laguerre reside en la utilizacion

Si se usa el hecho gyges una raiz del polino- de las posiciones de sus raices en el disefio de

mio de Laguerre de orded+1 con parametro fll_l’ctﬂros d|g|_ta_les en el d()trp|n|o _(;Ie la frecutenlma.
a, el denominador puede simplificatse (ver i eds pozlmgnej ”g estan uni orn;e:jnen e loca-
ecuacion 28) izadas, de donde deriva su novedad.

X+,
K'(x, !,)2 (xt‘. )%e 2 F{]\({{;i)l){LN (x)LN-H ("‘fx):f’rw] (x)LN (tx' )}
x+1, ( ) 0 (25)
)= (x %e 2 I'(N+2 - L%, (x)L5 (1,
K( )t:') (!i) F(N+a+]){ -t }

L‘]K(x,fk)lzdx: ;!1_111} LM'K(x'rj)K(x,rk)dx )
28
-[:lK(x’rk)lgdx —ple ™
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4. ELLUGAR DE LAS RAICES DE LOS 5. DISENO DE UN FILTRO DIGITAL DE
POLINOMIOS DE LAGUERRE FASE LINEAL UTILIZANDO EL
LUGAR DE LAS RAICES DE

En la Figura 1 se muestra el lugar de las raices POLINOMIOS DE LAGUERRE

del polinomio de Laguerre de orden 22 para cin-
co valores del parametoo En la figura se mues-
tra también las raices del polinomio modificado
de Laguerre. Este polinomio es definido con la
intencion de utilizar sus raices y definir una dis-
tribucion simétrica de puntos donde colocar los
puntos de referencia para el disefio de los filtros
digitales mediante el método de las muestras en
la respuesta de frecuencia. En la Figura 1. se uti-
liza una distribucién uniforme de puntos (que es.
la linea recta que separa por la diagonal al cuadr
[0,1]x[0,1] en partes iguales) para que se apreC|e
la distribucién no uniforme que caracteriza a las
raices de los polinomios de Laguerre, colocada
en la mitad inferior de la figura. La Figura 2. nos
permite apreciar desde otro punto de vista, la ca:
lidad no uniforme de la posicién de las raices de
los polinomios de Laguerre, esta vez colocada
en sucesioén, desde las raices de los polinomios

modificados a las raices de los polinomios origi- M

nales. Los polinomios modificados de Laguerre H(ef‘""")= Z hlnl" = H(w) (33)
se definen como =0

Re(x)= L% (v, - x) (31)

El método de disefio de filtros digitales de
muestreo en frecuencia busca fijar valores de-
seados de la respuesta en frecuencia en puntos
de frecuencia donde la amplitud satisfaga los
requerimientos del disefio. Los métodos que
aparecen en la literatura en su mayoria consig-
.nan tales puntos a estar separados uniforme-
mente. Sin embargo, tal y como se explicé en la
introduccion, también hay propuestas de méto-
os donde se puede colocar puntos distanciados
ho uniformemente para realizar el disefio.

T procedimiento de disefio que se propone ata-
fie a un filtro digital FIR (de respuesta finita al
impulso) y comienza con la expresién de la res-
é)uesta en frecuencia del filtro:

La respuesta al impulso &é$n], el periodo de
dondeu, es la raiz mas grande dg'(x). Para  muestreo eJ y la frecuencia en radianes por
estos polinomios modificad8slas funciones segundo ego. Para un disefio de fase lineal, la
ortonormales que integran la correspondienterespuesta en frecuencia debe hacerse simétrica
expansion de muestreo son de la forma, (vero antisimétrica alrededor de un punto y, en ca-
ecuacion 32) da casoM puede ser impar o par. Para un di-
donde t es una de lall+1 raices dé=y,,°(t). sefio simétrico coM par, (ver ecuacion 34)

-t /2 l—a a a
T = ) e )R (1)
(f'"tk )LK, (VNH - k)(N+a+ 1) (32)

S, (1

H(w)= E'h[nk o M s Ef[n;—w

(34)
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Raices del polinomio de Laguerre y Laguerre modificado (orden 22)

t ! !- ! ' ! ! ! -.
"otazo ; mee
0.9 : e ® ‘%: ;
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: : o ;
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: ] *® 0,
P
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* T ;
+i% B
o
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 08 0.8 1

Distribucion uniforme (normalizada)

Figura 1. Lugar de las raices del polinomio de Laguerre de orden 22 con cinco diferentes valores del parametro

que después de algunas operaciones y el uso ddondeA(w) es una funcion real de la varialale

simetria cambia a, (ver ecuacion 35) y queda expresada en términos de la respuesta al
impulso desconocidd[n], que todo procedi-

Para un disefio simétrico cad impar (ver miento de disefio busca precisamente calcular.

ecuacion 36), ComoA(w) es real, puede aproximarse por la ex-
pansion finita de muestreo de la tercera seccion

Las dos ecuaciones anteriores tienen la forma de este articulo, obtenida para los polinomios de
Laguerre:

Hw)= a0k " @) )= 316,05, @)

M M

24

H(m):e_jwﬁ';r h[ﬂ’f—] 2120}:[1']005 [%—z)aﬂ'

(35)

2

_ MT""{;_{ s
H(co)= 2¢ 7 Z h[i]cos[(u)wi’}_ (36)
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Lugar de las raices con respecto a puntos separados uniformemente

1.2 T T T I ! T
Orden ;del polinomio de Laguerre: 20 .
1 ; :
: 4
¢
: : 7
; ; : : : -
w . :
2 - - H i
= : : =7
5 == ]
5 : 7 :
2 : - e : . ;
& : =
7Y
i i i I 1 i I
02 03 0.4 05 0.6 07 08 0.3 1

Puntos separados uniformemente

Figura 2. Posicion de las raices del polinomio de Laguerre de orden 20 y parame®@®9, incluyendo las raices del poli-
nomio modificado de Laguerre del mismo orden y parametro, mostrando sus posiciones con respecto a puntos separados uni-
formemente

Los valoreq y,} son las raices de polinomios or- ecuaciones lineales es resuelto usando la des-
togonales donde el disefiador puede hacer que leomposicion de valor singulaBYD, por sus si-
respuesta en frecuencia tome valores especificoglas en inglés), que proporciona una solucion li-
Variando el parametmm asociado con los polino- neal de minimos cuadrados para la respuesta al
mios de Laguerre, el lugar de las raices cambia yimpulsoh(n). La respuesta al impulso (o lo que
con él, la posicion de las muestras. es lo mismo, los coeficientes del filtro) tendra
una norma minima en el sentido euclidi&n&l
Para disefiar un filtro pasobajo de fase lineal siménumeroL de frecuencias debe ser mayor o igual
trico alrededor de su punto medio ddnpar, se  aM/2 + 1. El sistema sobredeterminado de ecua-
establece la siguiente ecuacién: (Ver ecuacion 39 iones se escribe cordh = d, dondeh es el vec-
tor de coeficientes del filtra el vector de valo-
A la derecha de esta Ultima ecuacion, hay M/2 +res de la expansién de muestré®lg matriz que
1 incégnitas y a la izquierd&dl + 1. De modo  se origina de la evaluacion de la funcion coseno
que,M/2 = N. Extendiendo esta ecuacioh &e- en la dltima ecuacion, cuyas entradas estan ca-
cuencias{«}, el sistema sobredeterminado de racterizadas por entradas de la forma

M

2 6.3, (@.7,)- h[ﬂ}r 221;1[;].:05[[?‘; - i]wj"] (39)

2
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M veinte coeficientes diferentes en la respuesta al

2cos H— - r}wﬂ"} (40) impulso por disefio. Notese la mejora significati-
va que alcanza el método propuesto con respecto
a los otros métodos. La expansién de muestreo
dondgj=1, .. Lei=0,.., M/2-1Lasolucion Para este disefio us6é un polinomio de Laguerre

del sistema se obtiene en términos de los vectode orden 20 y parametco= 9,89.
res singulares derechos v y de los valores singu-
lares{a;} correspondientes a la descomposicion Otro ejemplo sera provisto para ilustrar la técnica

de valor singular de B: de disefio propuesta. El disefio de un filtro rechaza-
v banda de fase lineal presenta una doble simetria,
h=> —vv/B'd (41)  unaalrededor d&l/2y otra alrededor dil/4, pa-
=1 0y T raM par. Para hallar las correspondientes ecuacio-

nes de disefio, la respuesta en frecuencia se reescri-
dondeW es el rango de B, definido como el nd- be de la siguiente manera, tomando en cuenta las
mero de columnas linealmente independientes desimetrias de este caso, ( ver ecuacion 42)
la matriz. La solucién es consistente pori\e
iguala el nimero de elementoshud&ste método  que después de algunas manipulaciones algebrai-
de disefio difiere de otros enfoques en el uso de€as se convierte en (ver ecuacion 43)
una expansion que especifica completamente la
respuesta de frecuencia en el dominio corresponllegados a este punto, se puede proceder como
diente y, como resultado, incluye una banda deantes, igualando la expansion de muestreo a la
transicion suave que reduce el rizado de aproxi-magnitud de la respuesta en frecuencia: (ver
macion*®. La Figura 3. muestra cuatro diferen- €cuacion 44)
tes disefios para un filtro digital pasobajo con fre-
cuencia de corte 0.1 (normalizada), con atenuaDel lado derecho de esta ultima expresion, hay
cion minima de 50 dB en la banda de rechazo yM/4 + 1incégnitas y del lado izquierdd| + 1.

H(w) = i hlnJe~=T

M M
=1 —

. [ oMy
= hlo]+ > hlnlee" +h|:%]e A > hlnle o™ +h{%}e 7,
n=1

M
. s M -1

+ Zh[n]g—ﬁm?' +h1: 31:./1 i|€ Ly T + Zh[ﬂk—jmq’ +h[M]e_’“”w (42)
ﬁ” ﬂﬂ

. 4

M
M I i '
PAEN 1 {w)— h[{)i 1+ ZCosf(m%Tﬂ ¥ Z 2h [i\{cosu-‘% - meT} + cos (im?')}
- 1=I B

M M
+ Zh[T}COS[WTT] (43)
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Disefio de filtro pasobajo
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Figura 3: Filtro pasobajo con frecuencia de corte en 0.1 (normalizada). Tres métodos de disefio de filtros digitales de respuesta
finita al impulso con fase lineal se comparan con el disefio resultante del método propuesto.

M

<!

A(m):h[O_ ]+2cos[w%.’!‘] + Z2h[¢' cos [% .r']w}" +cos(f'a)T)
=

+ 2h EJcos [m ﬁ T]
4 4

De modo qué/4 = N, conM par. Estableciendo mas corta para el disefio de este método pro-
otra vez un sistema sobredeterminado de ecuapuesto, pero con la desventaja de no conseguir
ciones lineales, una solucion lineal de minimosla meta de la atenuacion minima por 2 dB. La
cuadrados puede calcularse pajid. expansion de muestreo us6 un polinomio de
Laguerre de orden 11 y parametre 202.

La Figura 4. muestra los resultados de disefiar un

filtro rechazabanda de respuesta finita al impulsoEl método de disefio propuesto aqui es interacti-
con frecuencias de corte en 0,1 y 0,4, con atevo e involucra una serie de ensayos para conse-
nuacién minima en la banda de rechazo de 5@uir las caracteristicas deseadas. No es cualquier
dB. Se emplea 21 coeficientes diferentes en etolocacion no uniforme de muestras la que
disefo, logrando que la banda de transicidon se@roporciona un disefio 6ptimo que satisfaga

(44)
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Disefio de filtro rechazabanda
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Figura 4. Filtro rechazabanda con frecuencias de corte en 0,1 y 0,4. Tres métodos basados en ventanas para el disefio de fil-
tros digitales de respuesta finita al impulso y fase lineal se comparan contra el disefio obtenido usando el método propuesto.

los reguerimientos de minima atenuacion y las 6. CONCLUSIONES

frecuencias de corte dadas, como fue ya obser-

vado en®. Para ambos ejemplos presentadosUtilizando una expansion de muestreo depen-
aqui, dos de las muestras no-uniformes fuerondiente de muestras espaciadas de acuerdo con
colocadas en la banda de transicion para dismi€l lugar de las raices de polinomios clasicos
nuir los rizados de aproximacion en la banda deortogonales, se propone un método de disefio
rechazo y para mejorar la atenuacion, técnicade filtros digitales de respuesta finita al im-
comun que se emplea en los métodos de disefipulso con fase lineal. Este método da muy
de filtros digitales que emplean la técnica de buenos resultados si se toma en cuenta que,
muestreo en frecuenéidara el disefio pasoba- bajo condiciones de similaridad en el numero
jo, a una muestra de transicion fue dada el va-de coeficientes del filtro, el disefio resultante
lor 0,69 y a la otra 0,18. Para el disefio recha-del método aqui presentado entrega una ate-
zabanda, los valores para las muestras de tranAuacién comparable o mejor junto con una
sicion fueron 0,92 y 0,23. El resto de las mues-banda de transicion mas angosta, al comparar-
tras tomaron los valores 1 ¢ 0. Los rizados dese contra tres disefios diferentes obtenidos
aproximacion en la banda de paso para ambosisando la técnica de disefio de filtros digitales
disefos fueron inferiores a 2 dB. con ventanas.
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La novedad del método que se propone reside
en: (1) la utilizacion del lugar de las raices de
polinomios ortogonales, para colocar las mues-
tras de la respuesta en frecuencia, segun la técé.
nica de muestreo en frecuencia para el disefio
de filtros digitales; tales posiciones son impli-
citamente no uniformes; (2) el empleo de ex-
pansiones derivadas del teorema de muestreo
generalizado de Kramer vy, (3) el uso de dos
muestras posicionadas convenientemente en la.
banda de transicion para disminuir el rizado de
aproximacion y mejorar la atenuacién alcanza-
da en la banda de rechazo.

NOTAS
A esta serie se le conoce como expansiéns-

en series ortonormal de f con respecto a

{ -

a.

Otras definiciones de una sefial de banda
limitada pueden encontrarse en la referen-9:
cia 18.
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