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RESUMEN

Presentamos aqui un algoritmo similar al de la division sintética para el caso de que el polinomio divisor sea de
grado mayor oigual auno. Elmodo de exposicion ser4 el siguiente: Primero: una reflexion sobre la division sintética.
Segundo: varios ejemplos explicando como funciona el algoritmo generalizado y Tercero: una prueba del mismo.

SUMMARY

We show an algorithm simmilar to the algorithm of synthetic division, for the case when the divisor has degree
strictely positive. The outline of the article is as follows: First we give some ideas about synthetic division. Second
we show some examples explaining how the generalized algorithm works. Third, we prove it.

1. Introduccién

El lector notara que al final de este articulo no
existe 1a clasica seccion de bibliografia consultada.
La razén principal para esto, es que el articulo se
basa en una idea muy sencilla y que se encuentra
expuesta en casi todo libro de texto de matematica
elemental a nivel universitario: la divisién sintética.
La division sintética parece no aportar nada nuevo
al conocimiento matemadtico, para eso esta el
algoritmo de divisién de polinomios, pero nadie
que haya usado la divisién sintética negara la
utilidad de la misma para aligerar los cdlculos y
ahorrar tiempo.

La propuesta que hago de un método
generalizado para la division sintética, tampoco
aporta nada nuevo al conocimiento matematico,
pero al igual que en el caso simple, esto no quiere
decir que no sea 1til ni que carezca de interés
académico.

Quien setome la molestia de seguir los ejemplos
que se presentan, se percatara del gran ahorro de
calculo y tiempo que se logra, en comparacién con
el método estdndar de division de polinomios.
Tampoco hace falta ser muy perspicaz para darse
cuenta que al hacer divisién de polinomios por
computadora, es mucho mds simple y eficiente
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programar el método de divisién sintética
generalizado que propongo, en vez del método
estandar.

Este articulo en realidad fue escrito muchos afios
antes de ser presentado para publicacién.
Posteriormente encontré la siguiente aplicacion.

La Teoria de codificacién, deteccién y
correccion de errores estudia el problema siguiente:
Se tiene un computador (fuente) el cual genera
una tira de bits (tira de ceros y unos) y los envia a
otro computador (destino) a través de un medio
fisico, el cual generalmente es un cable telefonico
o medios inaldmbricos. La tira de bits que llegaal
destino no necesariamente es la misma que salié
de la fuente; es decir, el medio de transmisién
perturb6 la tira y le introdujo uno o varios errores.
¢, Como detectar si en efecto ocurrié un error, cual
fue ese error y cémo corregirlo?

La teoria  matemadtica detrds de esto es la
Teoria de grupos de Galois y sus respectivos
polinomios de Galois (nombrados asi en honor al
matemdtico francés Evaristo Galois). Muy
resumidamente, la técnica funciona mds o menos
asi.

a) Se escoge un cédigo de transmision (i.e. una
convencion).
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b) Se determina el grupo de Galois asociado y su
respectivo polinomio.

c) Se construye un dispositivo electrénico (fisico), el
cual en realidad es un divisor de polinomios, el
polinomio de Galois es el divisor, y el
procedimiento esta “escrito” en los circuitos del
dispositivo.

d) Cuando llega una tira de bits, el dispositivo la
interpreta como un polinomio (el dividendo), se
efectua la division; y del analisis del resultado se
detecta si hubo error en la transmision y lo
corrige.

Como puede verse, se trata de un caso de division
de polinomios en que el grado del divisor en general
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siempre es mayor que uno. Por lo tanto el método
de la division sintética generalizado puede ser de
granutilidad para mejorar el disefio de los circuitos
del dispositivo, maxime que se esta trabajando en
aritmética binaria.

2. Divisién general y divisién sintética

Generalmente utilizamos la division sintética
cuando hemos encontrado la raiz de un polinomio.
La frecuencia con que se usa la division sintétice
en el proceso de factorizacion hace que a veces s¢
olvide que la division sintética no es mas que un
resumen del proceso de dividir un polinomio P(x)
entre el polinomio (x-r). Veamos:

Ejemplo 2.1
x*+ 7x3 -19x2-103x+210/x-3 = x3+10x2+11x-70

x*+ 7x3 -19x2-103x +210 / x-3

Tramo 1 -x4+ 3x3
10x3 - 19x?
Tramo 2 -10x® + 30x?
11x2 -103x
Tramo 3 -11x? + 33x
-70x + 210
Tramo 4 +70x - 210

Division general ( D.G)

0

Division sintética (D.S)

1 7 |-19 |-103 210
0.4 3 30 33 |-210
1|10 11 =70 1

Esdecir, la division sintética no es mas que una
observacion cuidadosa del método general de
division de polinomios, cuando éste es aplicado a
los polinomios dividendo P(x) y divisor (x-r)

3. Caracteristicas esenciales y no esenciales de
la division sintética

a) Para fijar ideas supongamos que el polinomio
dividendo es

AX)=x"+a_x'+ . +ax+a (a€R)
y que el polinomio divisor es
B(x)=x"-b_x™'-b_x™* . -bx-b.Conm<n.

Se observa que la condicién de que A(x) y B(x)
sean monicos (a =1, b_=1) podria ficilmente
suprimirse, sin embargo esto hace los calculos un
poco engorrosos. En todo caso si a#1 o b_#1
podemos factorizar para convertir a A(x) y B(x) en
moénicos. Més aun, si b =1 no hay gran
inconveniente sia # 1.
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b) En ejemplos como el 2.1 tienden a confundirse las
caracteristicas de lo que podria ser un
procedimiento general con caracteristicas muy
particulares de estos casos. Por gjemplo en 2.1
(D.S) escribimos 3 y no -3 para evitarnos los
cambios de signos o “restas” de las segundas filas
de los tramos.

¢)En2.1(D.G) la primera columna de los tramos, la
suma de sus componentes siempre es nula. La

sumadelos coeficientes de laprimer columna
no siempre nula (en nuestro caso la segunda
y ultima) es Ia que da el coeficiente que
genera el tramo siguiente, es decir, el
coeficiente de la potencia inmediatamente
inferior del polinomio resultante Q(x).

Para aclarar esta observaciones veamos el
siguiente ejemplo.

Tl -x*#+5x’m F6x2

12x* -25x?-103x
T2 -12x® £60x* ¥ 72x

35x2 - 175x + 210
T3 -35x2 £175x + 210

0

Ejemplo 3.1 1x*+7x® - 19x2-103x +210 /( x* -5x + 6) = x2 + 12x + 35

Ix*+7x3 - 19x% - 103x +210 /( x* -5x + 6)

En conclusion, la tercera columna en los tramos
1y 2 no era necesario sumar las en ese momento.
Estaidea estd implicita en el ejemplo 2.1, pero no se

ve claramente por ser la segunda columna la
ultima. Veamos otro ejemplo (con residuo no
nulo).

Ejemplo 3.2

T1
-x! $3x10F0x° +2x8 +2x7

x4+ 4x°- 2x%- 5x7 +4x®
T2 x" 433x° + Ox* F2x7 £ 2x°

x> - 2x% - TxX'+ 65+ 5%°
T3 -7x° £21x3F¥0x” F14x° +14x°

xM -2x10 +4x% +0x® -7X7 +4x° +5x° -8x* +6X3 -2Xx? +x -25/(x* -3x3 +2x- 2)
=x"+ x6+ 7x> +19x* +50x> + 142x? + 407x + 1151

X! 22x10 +4x° +0x8 -7x7 +4x° +5x° -8x* +6x> -2X2 +x -25/(x* -3x> +2x- 2)

19x® - 7x7 - 8x5+19x° - 8x*
T4 -19x® +57x” +0x°+38x° +38x*

50x7 - 8x5-19x° +30x* + 6%°
TS -50x” +150x® F0x® ¥100x* £100x3

142x%- 19 x* -70x* +106x}
T6 -142x° +426x° + 0x* +284x> +284x?

- 2x?

407x°

-70x4-178x%-282x* + x
L7 407x° +1121x*¥0x® ¥814x* +814x

1151x*- 178x3-532x? + 815x- 25
T8 -1151x* 43453x% T 0x>F 2302x 2302

3275x3 -532x%-1487x+2277
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En este caso se ve claramente que (por ejemplo)
los términos x’ en los tramos 1, 2, 3, 4 realmente
vieneainteresarnos soloenel quintotramo. Ademas,
en cada tramo los coeficientes de la segunda fila son
los negativos de los coeficientes del polinomio
divisor multiplicados por el generador de este tramo.
De estas dos tultimas observaciones podemos sacar
dos conclusiones:

primero, que podemos evitarnos estas sumas
parciales en cada tramo y efectuar una sola suma en
el momento que se necesite para determinar un
generador.

segundo, que podemos suprimir todas las potencias
de x y trabajar solo con los coeficientes.

4. Ladivisién sintética generalizada (dividendo y
divisor ménicos)

Si observamos el ejemplo 3.1 y tomamos en cuenta
los expresado en el paragrafo 3, podemos entonces
construir una tabla similar a la tabla (D.S) en el
ejemplo 2.1.
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e) En la 1ltima columna de la segunda seccion,
escribimos un cero en la penultima posicion. A
partir de esta posicion hacemos un tridngulo de
ceros (hacia arriba)

seccionl | 1 7 -19 | -103 210
secciénIl | O 0
seccion Il | O 0

Con esto ya estamos listos para empezar a operar
la tabla

Paso 2

a) Se suma la primera columna completa (secciones
Iy II) y se coloca el resultado (en este caso, por
ser ménico el dividendo) en la primera posicién
de la tercera seccion.

b) Se toma este multiplicador 1 (i.e. el generador
del primer tramo en la divisién general) y se
multiplica por cada uno de los nimeros del
“divisor” y se coloca en la tabla como indica la
siguiente figura:

seccion 1 |1 -19| -103 210 seccion [ 1 7 |-19 |-103 | 210
seccién II | O ) 60 175 0 seccién II 0 5 0
seccion II | 0 0 -6 =72 |-210 seccionIl | 0 0 -6

seccién III | 1 12 35 0 0 seccion II1 1

Para entender como se construye esta tabla,
dividiremos el procedimiento en varios pasos y
subpasos.

Paso 1
a) En la primera seccion (inica linea) ponemos los
coeficientes del polinomio dividendo.

b) Como el “divisor” es “doble” (5; -6) en la segunda
seccion de la tabla ponemos dos lineas.

¢) En la primera posicién de la primera columna
escribimos un cero; construimos un tridngulo de
ceros a partir de esa posicion (hacia abajo).

seccion 1 1 4 -19 |-103 210
seccién II 0
secci6én II 0 0

d) Colocamos el “divisor” en sentido diagonal (esto
s6lo por razones pedagodgicas) al lado derecho de
la tabla.

¢) Se suma la wltima columna completa (7+5+0)
y se coloca el resultado en la posicion
correspondiente (tercera seccion)

d) Se repiten los pasos b) y ¢) usando como
multiplicador del divisor el nimero que
aparezca en la ultima posicién llena de la
tercera seccion. Esto hasta que estén llenas

todas las posiciones de la segunda seccién

seccion 1 1 7 |(-19 |-103 | 210
seccion II | 0 5 60 | 175 0
seccion I1 | 0 0 -6 | -72 | -210
seccion III'| 1 | 12 35

¢) Se suman las columnas restantes

f) Como el “divisor” es de dos componentes
entonces las dos tultimas posiciones son los
coeficientes del polinomio residuo.
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S. Otros ejemplos

Ejemplo 5.1 Aplicar el método al ejemplo 3.2
Polinomio resultante: x” + x®+ 7x3 + 19x* + 50x> + 142x2 + 407x + 1151

SI [1 | -2 4 0 -7 4 5 -8 6 -2 1
SIL | 0 3 3 21 57 150 426 | 1221 | 3453 0 0
SII | O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
SIL | 0 0 0 -2 -2 -14 -38 | -100 | -284 | -814 |-2302
SIL | 0 0 0 0 2 2 14 38| 100 | 284 | 814
SHI| 1 1 7 19 50 142 407 | 1151 | 3275 | -532 |-1487

Polinomio residuo: 3275x3 - 532x? - 1487x + 2277
6. Demostracién del algoritmo.

Sea A(x)=a x"+a x"'+.+ax+a,

Bx)=x"-b_x™'-b x"?..-bx-b conn2m

La tabla puede verse como una matriz (m+1)}(n+1), por conveniencia de notacion indizaremos las
entradas desde 1a (0,0) hasta la (m,n), quedando de la siguiente forma:

0o 1 2 < S n-m n-m+1 n- .. N2 n-1 n
m+2
an  ap-1 an-2 an-3 a2 ap
0 cobm-1 ¢1bm-1 ¢n-mbm- O b)) 0 0
1

0
0 cobo °n-m®0
CO (:1 i Cm Ch-1 Cp

Lafila ceroy columna cero no son de gran interés para nosostros, sea dij laentrada (i,j) de esta matriz,
note que parai>1,j > 1 se tiene

0 si 1>)
c,b . siisjsn-m+i

si j >n-m+i

d=

3

(S

m
Ademdsc,=a yc= E;dﬁ +a; paraj=l,...n

Sea Q(x) =a x"™" +j=§ c x™™ y R(X) =’,=n§n_lcj X"

Note que grad(Q) = n-m y grad(R) = n-(n-m+1) = m-1 <m = grad(B).
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Vamos a probar que A(x) = Q(x) B(x) + R(x)

Por la unicidad de los polinomios resultantes y residuo, se sigue que Q y R son precisamente esos
polinomios.

n-m : m : n 5
Q(x) B(x) + R(x) =[ax"™ +Z cx*™ ][ x" + Z -b _x™] + T cx™
) ™ jmem+¥
n-m § n = m 33m 2 n ¢
=ax"+Xcx®+ar-b x"+Tcxt™][Z-b x™]+ T cx™
n &3 B=1 my =1 ] =l m-j jn-m+l J

=ax" +Z cx“J +a 2 b x"’+x“’“[Zch][Z b, x"”]
=l =

=ax" +ZCx“J+a Z-b x“1+[2cx1][2 b, x"J]
=

n-m
=ax" +2c]x"3+2-b x“J[Zch+a ]
=1

=ax" 5 cx“3+2 b, x’”[Ech ]
Fl

=ax" +Z(Zd +a )x‘”+2 b x“J[Zch]

Fl =l
—ax +Ta x4+ H(Edx)ts b xH[Texi ]

n =1 ™ o= Y 1™ =0 !
= A(x) +j=}; (El. dijx“")-g-}ll. -bm_jx“'J [j;z'lo cx? ]
Por lo tanto Q(x) B(x) + R(x) = A(x) + D(x) donde
D) =2 (£ dxmiyt3. b_xv [ cxi ]

=1 =Y =1 ) =0

El problema se reduce entonces a probar que D(x) = 0. El primer término de D(x) se expresa como:

n m m n-mHi m N

Z de“’—Ede“’—E Zcb x’”

=1i=1 =1j=1 i=1 = =1

3

c b _Xn-i-k

k m-i

T3
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Esto por la definicion de dij’ y haciendo el cambio de variable j = i+k. Por otra parte, el segundo término
de D(x) se expresa como:

’,le = [)E, cx’ ]= (sustituyendo j por i)
’;VT o [E‘ cjx'j 1= (iy] son variables independientes)

;El L:Eorln b, cx" ]= (sustituyendo j pork)

m n-

fFZl E: b, cx"*]. Porlo tanto D(x) =0 Q.E.D.

Nota. Como puede observarse, la prueba se hizo asumiendo que el polinomio B(x) es ménico (i.e. b _=1),
no asi con el polinomio A(x). Podria hacerse la prueba con toda generalidad, sin embargo, esto hace la
prueba sumamente engorrosa (y también la aplicacion del algoritmo). En la practica es mas comodo
factorizar b_y luego aplicar el algoritmo.
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