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RESUMEN

Presentamos aqul un algoritmo similar al de la divisi6n siptetica para el caso de que el polinomio divisor sea de
grado mayor 0 igual a uno. EImodo de exposici6n sera el siguiente: Primero: una reflexi6n sobre la divisi6n sintetica.
Segundo: varios ejemplos explicando como funciona el algoritmo generalizado y Tercero: una prueba del mismo.

SUMMARY

We show an algorithm simmilar to the algorithm of synthetic division, for the case when the divisor has degree
strictely positive. The outline of the article is as follows: First we give some ideas about synthetic division. Second
we show some examples explaining how the generalized algorithm works. Third, we prove it.

1. Introduccion programar el metodo de divisi6n sintetica
generalizado que propongo, en vez del metoda
estandar.

Este articulo en realidad fue escrito muchos afios
antes de ser presentado para publicaci6n.
Posteriorrnente encontre la siguiente aplicaci6n.

La Teoria de codificaci6n, detecci6n y
correcci6n de errores estudia el problema siguiente:
Se tiene un computador (fuente) el cual genera
una tira de bits (tira de ceros y unos) y los envia a
otro computador (destino) a traves de un medio
fisico, el cual generalmente es un cable telef6nico
o medios inalambricos. La tira de bits que Uega al .
destino no necesariamente es la rnisrna que sali6
de la fuente; es decir, el medio de transmisi6n
perturb61a tira y Ie introdujo uno 0varios errores.
i.C6mo detectar si en efecto ocurri6 un error, cuaI
fue ese error y c6mo corregirlo?

La teo ria ,rnatematica detras de esto es la
Teoria de grupos de Galois y sus respectivos
polinomios de Galois (nombrados asi en honor al
matematico frances Evaristo Galois). Muy
resumidamente, la tecnica funciona mas 0 menos
asi.
a) Se escoge un c6digo de transmisi6n (i.e. una
convenci6n).

Ellector notam que al final de este articulo no
existe la clasica secci6n de bibliografia consultada.
La raz6n principal para esto, es que el articulo se
basa en una idea muy sencilla y que se encuentra
expuesta en casi todo libro de texto de matematica
elemental a nivel universitario: ladivisi6n sintetica.
La divisi6n sintetica parece no aportar nada nuevo
al conocimiento matematico, para eso esta el
algoritmo de divisi6n de polinomios, pero nadie
que haya usado la divisi6n sintetica negara la
utilidad de la misrna para aligerar los calculos y
ahorrar tiempo.

La propuesta que hago de un metoda
generalizado para la divisi6n sintetica, tampoco
aporta nada nuevo al conocimi~nto matematico,
pero al igual que en el caso simple, esto no quiere
decir que no sea util ni que carezca de interes
academico.

Quien se tome la molestia de seguir los ejemplos
que se presentan, se percatara del gran ahorro de
caIculo y tiempo que se logra, en comparaci6n con
el metodo estandar de divisi6n de polinomios.
Tampoco hace falta ser muy perspicaz para darse
cuenta que al hacer divisi6n de polinomios por
computadora, es mucho mas simple y eficiente
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b) Se determina el grupo de Galois asociado y su

respectivo polinomio.

c) Se construye un dispositivo electronico (fisico), el

cual en realidad es un divisor de polinomios, el

polinomio de Galois es el divisor, y el

procedimiento esti "escrito" en los circuitos del

dispositivo.

d) Cuando Uega una tira de bits, el dispositivo la

interpreta como un polinomio (el dividendo), se

efectua la division; y del amilisis del resultado se

detecta si hubo error en la transmision y 10

corrige.

Como puede verse, se trata de un caso de division

de polinomios en que el grado del divisor en general

siempre es mayor que uno. Por 10 tanto el metoda

de la division sintetica generalizado puede ser de

gran utilidad para mejorar el diseiio de los circuitos

del dispositivo, maxime que se esti trabajando en

aritmetica binaria.

2. Division general y division sintetica

Generalmente utilizamos la division sintetica

cuando hemos encontrado la raiz de un polinomio.

La frecuencia con que se usa la division sintetica

en el proceso de factorizacion hace que a veces se

olvide que la division sintetica no es mas que un

resumen del proceso de dividir un polinomio P(x)

entre el polinomio (x-r). Veamos:

Ejemplo 2.1

X4+ 7x3 -19x2-103x+210/x-3 = x3+lOx2+11x-70 Division general ( D. G)

X4+ 7x3 -19x2-103x +210 I x-3
Tramo 1 _x4± 3x3

lOx3 - 19x2

Tramo 2 -lOx3 ± 30x2

11X2 -103x

Tramo 3 -11x2 ± 33x

-70x + 210

Tramo 4 ±70x - 210

o

Division sintetica (D.S)

A(x) = xn + an.1xn.1+ ... +a1x +ao (a E R)

Yque el polinomio divisor es

B(x)= xm- bm.1xm.1- bm.2x
m.2... - b1x - booCon m~ n.

1 1 7 1 -19 1 -103 1 210

o 1 3 1 30 1 33 1-210

"1 I 10 1 11 1 -70 1 1

Es decir, la division sintetica no es mas que una

observacion cuidadosa del metoda general de

division de polinomios, cuando este es aplicado a

los polinomios dividendo P(x) y divisor (x-r)

3. Caracteristicas esenciales y no esenciales de

la division sintetica

a) Para fijar ideas supongamos que el polinomio

dividendo es

Se observa que la condicion de que A(x) y B(x)

sean m6nicos (an=l, bm=1) pod ria facilmente

suprimirse, sin embargo esto hace los calculos un

poco engorrosos. En todo caso si an;t;1 0 bm;t;1

podemos factorizar para convertir a A(x) y B(x) en

monicos. Mas aun, si bm=1 no hay gran

inconveniente si a ;t; l.
n
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b) En ejemplos como e12.1 tienden a confundirse las

caracteristicas de 10 que podria ser un

procedimiento general con caracteristicas muy

particulares de estos casos. Por ejemplo en 2.1

(D.S) escribimos 3 y no -3 para evitamos los

cambios de signos 0 "restas" de las segundas filas

de los tramos.

c) En2.1 (D.G) la primera columna de los tramos, la

suma de sus componentes siempre es nula. La

En conclusion, la tercera columna en los tramos

1y 2 no era necesario sumar las en ese momento.
Esta idea esta implicita en el ejemplo 2.1, pero no se

I EJemplo 3.2

Xii _2XIO+4x9+OX8 -7x' +4x6 +5x5 _8x4+6x3 -2x2+x -25/(X4 -3x3 +2x- 2)

= x' + x6 + 7x5 +19x4 +50x3 + 142xl + 407x + 1151

T1

Xli _2XIO+4x9+OX8 -7x' +4x6 +5x5 -8x4 +6x3 _2Xl+X -25/(X4_3x3 +2x- 2)

_Xli±3xlO+ox9 +2x8 ±2x'

suma de los coeficientes de la primer columna

no siempre nul a (en nuestro caso la segunda

y ultima) es la que da el coeficiente que

genera el tramo siguiente, es decir, el

coeficiente de la potencia inmediatamente

inferior del polinomio resultante Q(x).

Para aclarar esta observaciones veamos el

siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1 lx4+7x3 - 19x1-103x +210 /( x2 -5x + 6) = x2 + 12x + 35

Ix" + 7x3 - I9x
2
- I03x +210 /( x

2
-5x + 6)

TI _x4± 5x3m + 6x2

I2x
3

- 25x
2
- I03x

T2 - I2x
3
± 60x2 + 72x

35x2- I75x+210

T3 -35x2 ± I75x + 210

o

ve claramente por ser la segunda columna la

ultima. Veamos otro ejemplo (con residuo no

nulo).

xlO+ 4x9_ 2x8- 5x' + 4x6

T2 _XIO±33x9 + Ox8+2x' ± 2x6

T3

7x9 _ 2x8 - 7x'+ 6x6+ 5x5

_7x9 ± 2Ix8 +Ox' +I4x6 ±14x5

19x
8

- 7x' - 8x
6
+ 19x

5
- 8x

4

T4 -19x8 ±57x' +Ox6+38x5 ±38x"

T5

50x' - 8x
6
- 19x

5
+ 30x" + 6x

3

-50x' ±l50x
6
+Ox

5
+100x

4
±100x

3

T6

142x6 - 19 x5 -70x" + I06x3 - 2X2

-142x6 ±426x5 + Ox"+284x3 ±284x2

407x5 -70X4-178x3 - 282x2 + x

T7 -407x
5
±1121x"+Ox

3
+8I4x

2
±8I4x

1151X4- 178x3 -532x2 + 815x- 25

T8 -1l51x
4
±3453x3 +Ox2+2302x ±2302

3275x3 -532x2-1487x+2277
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En este caso se ve claramente que (por ejemplo) e) En la ultima columna de la segunda secci6n,
los terminos x7 en los tramos 1, 2, 3, 4 realmente escribimos un cero en la penultimaposici6n. A
viene a interesarnos solo en el quinto tramo. Ademas, partir de esta posici6n hacemos un triangulo de
en cada tramo los coeficientes de la segunda fila son ceros (hacia arriba)
los negativos de los coeficientes del polinomio secci6n I 1 7 I -19 I -103 I 210
divisor multiplicados por el generador de este tramo. secci6n II 0 I I I 0

De estas dos ultimas observaciones podemos sacar secci6n II 0 0

dos conclusiones:

primero, que podemos evitarnos estas sumas
parciales en cada tramo y efectuar una sola suma en
el momenta que se necesite para determinar un
generador.

segundo, que podemos suprimir todas las potencias
de x y trabajar solo con los coeficientes.·

4. La division sintctica generalizada (dividendo y
divisor monicos)

Si observamos el ejemplo 3.1 y tomamos en cuenta
los expresado en el paragrafo 3, podemos entonces
construir una tabla similar a la tabla (D.S) en el
ejemplo 2.l.

Para entender como se construye esta tabla,
dividiremos el procedimiento en varios pasos y
subpasos.

Paso 1
a) En la primera secci6n (unica linea) ponemos los
coeficientes del polinomio dividendo.

b) Como el "divisor" es "doble" (5; -6) en la segunda
secci6n de la tabla ponemos dos lineas.

c) En la primera posici6n de la primera columna
escribimos un cero; construimos un triangulo de I
ceros a partir de esa posici6n (hacia abajo). •.---r-----.----,r---r--'r-----,

secci6n I 1 1 1 -191 -103 1 210
secci6n II 0 S 60 17S 0

secci6n II 0 0 -6 -72 -210
secci6n III 1 12 3S 0 0

Con esto ya estamos listos para empezar a operar
la tabla

Paso 2

a) Se sumala primeracolumna completa (secciones
Iy II) Yse coloca el resultado (en este caso, por
ser m6nico el dividendo) en la primera posici6ti
de la tercera secci6n.

b) Se toma este multiplicador 1 (i.e. el generador
del primer tramo en la divisi6n general) y se
multi plica por cada uno de los numeros del
"divisor" y se coloca en la tabla como indica la
siguiente figura:

secci6n I I 1 I 7 I -19 I -103 I 210

secci6n II I 0 I S I I I 0

secci6n II I 0 I 0 I -6

secci6n III I I 1

c) Se suma la ultima columna completa (7+5+0)
y se coloca el resultado en la posici6n
correspondiente (tercera secci6n)

d) Se repiten los pasof b) y c) usando como
multiplicador del divisor el numero que
aparezca en la ultima posici6n llena de la
tercera secci6n. Esto hasta que esten llenas
todas las posiciones de la segunda secci6n

1 I 7

secci6n II 1 0

sccci6n I I 1 7 -19 I -103 210

sccci6n II 1 0 o

-19 1-103 I 210

o I S 60 I 175 I 0

010 -6 I -72 I -210
1 I 12 35

e) Se suman las columnas restantes
d) Colocamos el "divisor" en sentido diagonal (esto'
s610por razones pedag6gicas) al lado derecho de
la tabla.

f) Como el "divisor" es de dos componentes
entonces las dos ultimas posiciones son los
coeficientes del polinomio residuo.
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La tabla puede verse como una matriz (m+l):(n+ 1), por conveniencia de notaci6n indizaremos las

entradas desde la (0,0) hasta la (m,n), quedando de la siguiente forma:

n·m n·m+l n· ... n·2 n·l n

m+2

a2 al aO

cn-mbm- a .... a 0 a

1
:
:
a

cObO Cn·mbOo

Co Cl ... Cm Cn.l Cn

La fila ceroy columna cero no son de gran interes para nosostros, sea d.la entrada (ij) de esta matriz,. g
note que para i ~ 1, j ~ 1 se tiene

5. Otros ejemplos

Ejemplo 5.1 Aplicar el metoda al ejemplo 3.2

Polinomio resultante: x7 + x6 + 7x5 + 19x· + 50x3 + 142xl + 407x + 1151

SI 1 ·2 4 0 ·7 4 S ·8 6 ·2 1 2S

SII 0 3 3 21 S7 ISO 426 1221 34S3 0 0 0

SII 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

SII 0 0 0 ·2 ·2 ·14 -38 -100 ·284 ·814 ·2302 0

SII 0 0 0 0 2 2 14 38 100 284 814 2302

sm 1 1 7 19 SO 142 407 llSI 3275 ·S32 ·1487 2277

Polinomio residuo: 3275x3 - 532xl - 1487x + 2277

6. Demostracion del algoritmo.

Sea A(x) = an xn+ an.1xn.1+ ...+ a1x + a
o

B(x) = xm- bm.1xm.1- bm.lxm.l... - b1x - bo con n ~ m

a 2 3

d..={~..b ..g J-l m-l

o

si i>j

si i:s;j:~n-m+i

si j >n-m+i

m

Ademas Co = a y c= L d. + a. paraj=l, ... , n
n J i=I IJ n-j

n-m n

Sea Q(x) = a xn·m+ L c. xn.m.j y R(x) ~ ~ C. xn.j
n j=l J rn+m.lJ

Note que grad(Q) = n-m y grad(R) = n-(n-m+l) = m-1 < m = grad(B).
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Vamos a prohar que A(x) = Q(x) B(x) +R(x)

Por la unicidad de los polinomios resultantes y residuo, se sigue que Q y R son precisamente esos

polinomios.

Q(x) B(x) + R(x) = [a xn·m~rcxn-m-j][ xm+ mL -b xm-
j
] + i cxn-j

n j=1 J j=1 m-J j=n-m+_

n-m m n-m m n

= a xn +L cxn-j + a L -b xn-j +L cxn-m-j][L -b xm-
j
] + L cxn-

j

n J=1 J '1=1 m-J J=1 J J=1 m-J j=n-m+lJ

n m ~m m
= a xn + L. CXn-j + a L. -b xn-j + xn-m[ L cx

j
][ L. -b x

m
-
j
]

n j=1 J n j=1 m-J j=1 J j=1 m-J

n m n-m

= a xn + L cxn-j + L -b xn-
j
[ L cx

j
+ a ]

n j=1 J j=1 m-J j=1 J n

n m ~m
= a xn + L cxn-j+ L. -b xn-

j
[ L cx

j

n j=1 J j=1 m-l j=() J

n m m n-m

= a xn + L (L d + a )xn-j + L. -b xn-
j
[ L cx

j

n j=1 i=1 IJ n-J j=1 m-J j=() J

n m m n-m

= a xn +L a _xn-j +L(L dXn-j)+L. -b _xn-
j[L cx

j
]

n J=1 nJ J=11=1IJ J=1 mJ J=() J

n

n m m n-m

= A(x) + L (L dXn-j)+L. -b xn-
j
[ L cx

j
]

j=1 i=1 IJ j=1 m-J j=() J

Por 10 tanto Q(x) B(x) + R(x) = A(x) + D(x) donde

n m m ~m
D(x) = L (L dXn-j)+L. -b _xn-j[ L cx

j
]

J=1 1=1 IJ J=1 mJ j=() J

El problema se reduce entonces a probar que D(x) = O. El primer termino de D(x) se expresa como:

n m m n m n-m+i m n-m

L L dxn-j = L L dxn-j = L L c. b xn-
j
= L L c b Xn-i-k

j=l i=l lJ i=lj=l IJ i=l j=i j-l m-l i=l k=O k m-l
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I(X) se expresa como:
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Esto por la definicion de dH,y haciendo el cambio de variable j = i+k. Por otra parte, el segundo termino~
de D(x) se expresa como:
m n-m

.L . -b xn.j [L cxj ] = (sustituyendo j por i)
rl m~ ~ )

~ . -b .xn-i[n£ cxj ] = (i y j son variables independientes)
pi m-l ~ )

m n-m
-L.r L bcxn-i-j ] = (sustituyendoJ' por k)
FI ~ m-lJ

i=~[ bm_ickxn-i-k]. Por 10 tanto D(x) = 0 Q.E.D.

Nota. Como puede observarse, la prueba se hizo asumiendo que el polinomio B(x) es monico ( i.e. bm=1),
no asi con el polinomio A(x). Podria hacerse la prueba con toda generalidad, sin embargo, esto hace la
prueba sumamente engorrosa (y tambien la apticacion del algoritmo). En la pnictica es mas comodo
factorizar b

m
y luego apticar el algoritmo.
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