ISSN 1409-2441

enierta

Revista de la Universidad de Costa Rica
Julio/Diciembre 1997 VOLUMEN 7 N°?2




ISSN 1409-2441

INGENIERIA

Revista Semestral de la Universidad de Costa Rica
Volumen 7, Julio/Diciembre 1997 Nuimero 2

DIRECTOR
Rodolfo Herrera I.
CONSEJO EDITORAL

Victor Hugo Chacén P.
Ismael Mazén G.
Domingo Riggioni C.

CORRESPONDENCIA Y SUSCRIPCIONES

Editorial de la Universidad de Costa Rica
Apartado Postal 75

2060 Ciudad Universitaria Rodrigo Facio
San José, Costa Rica

CANJES

Universidad de Costa Rica
Sistema de Bibliotecas, Documentacidn e Informacion
Unidad de Seleccién y Aquisiciones-CANJE
Ciudad Universitaria Rodrigo Facio
San José, Costa Rica

Suscripcion anual:
Costa Rica: ¢ 1 000,00
Otros paises: US $ 25,00

Numero suelto:
Costa Rica: ¢ 750,00
Otros paises: $ 15,00




Ingenieria 7(2): 9-39, 1998 San Jose, Costa Rica

Resumen

En este articulo se estudia el comportamiento de edificios de muchos pisos considerando simultineamente las propiedades espaciales
del sistema estructural y de las acciones sismicas, mediante la utilizacion de un modelo del sistema estructural que considera la
deformacién de la losa en su plano y una funcién de excitacion del desplazamiento sismico del suelo no uniforme en el sentido
longitudinal del edificio. Son desarrolladas las ecuaciones del movimiento, las funciones respuesta cinematica del sistema (estado de
desplazamientos), las funciones solicitacion dindmica (fuerzas sismicas) y un modelo de estructura sustituta snaloga al oscilador de
un grado de libertad en términos de coeficientes de forma espaciales, un coeficiente dinimico y unas funciones seudo-espectrales
espaciales. Se hace un anilisis preliminar de las diferencias introducidas por el efecto espacial en la prediccién de la respuesta
sismica en relacién con el modelo plano de anilisis.

Summary

In this paper it is studied the behavior of multistory buildings considering simultaneously the spatial properties of the structural
system and seismics actions, with a model that considers the deformation of slab in your plane and a function of excitation of the
earthquake ground motions, no uniform in the longitudinal sense of the building. Are developed the equations of motion, the
functions of the kinematic response of system (displacements state), the functions of dynamics solicitations (seismics forces) and the
model of structure substitute similar to the system of a degree-of-freedom oscillator in terms of coefficients of spatial form, a dynamic
coefficient and functions pseudo-spatial. It is made a preliminary analyze of the differences introduced by the spatial effect in the
prediction of the seismic response in relation with the plane model.

1. INTRODUCCION

Las formulas para determinar las fuerzas
sismicas en que s¢ basan las normas, suponen
que la oscilacion de todos los puntos del suelo
sustentante de las fundaciones del edificio es
uniforme. Esto es valido cuando las cargas estin
muy concentradas o las luces son pequeiias,
pudiendo suponerse la misma accién sismica en
todo el edificio. En este caso las variaciones de
la onda sismica longitudinal no afecta los
edificios, pero no es asi cuando las luces son
muy grandes, por lo que entonces hay que
considerar la no wuniformidad de los
desplazamientos de los suelos en toda el 4rea de
sustentacién de la estructura, asi como la
deformacién de las losas horizontales en su
plano. La consideracién de los efectos de las
solicitaciones dindmicas sobre un sistema
estructural representado con un modelo espacial

permite explicar mejor ¢l comportamiento,
explicar muchas fallas y mejorar el disefio.
Aunque la investigacidn en este campo no es
nueva [Egupov, Komandrina, 1964], en estc
articulo se desarrolla una teoria unificada,
clarificando los conceptos, agregando nuevos y
relaciondndolos con las hipotesis usuales en el
analisis dindmico de edificios.

Para efecto del analisis se supondra un sistema
estructural constituido por un conjunto de
subsistemas vinculados: marcos  (pdrticos
verticales) - muros (diafragmas verticales) -
losas (diafragmas o placas horizontales),
consistiendo de n niveles. La estructura se
supondra regular en planta y en altura, por lo
que no hay efectos de torsion que considerar en
el andlisis por causas de estructuraciéon. Un
objeto modelo de la estructura se muestra en la
figural.
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Fig. 1. Modelo de célculo del edificio

Sea el sistema estructural referido a un marco de
referencia fijo O'xyz , independiente del medio
soportante, cuando las coordenadas x, y, z
corresponden a la altura, a la longitud y al
ancho transversal del edificio, respectivamente
(fig. 1).

Ademas se suponen los siguientes propiedades
de 1a estructura. Las /osas tienen longitud total

L y flexo-rigidez B = E'I, constante en cada
nivel, cuando I es el momento de inercia de la
seccion de la losa-viga respecto a un eje
baricéntrico vertical y £’ es su médulo de
elasticidad. Asi E' = kE , cuando k¥ <1 esun
factor que considera el efecto reductivo de la
rigidez para losas construidas con elementos
prefabricados y E es el modulo de elasticidad del
concreto para la losa monolitica. La magnitud
de % es un dato empirico, variable para cada
tipo constructivo, por ej. para losetas vinculadas
en sus bordes de contacto: Kk =1/32,
compuestas de elementos  prefabricados
vinculados: k& = 1/15 [Komandrina, 1964].

Para el analisis la Josa se modela como una
viga-losa (o viga-pared) de longitud total L
apoyada en sus extremos (en los muros de

borde) y longitudinalmente en los muros o
diafragmas intermedios y en los marcos (fig. 1).
Se supondrd que puede deflectarse en su propio
plano como viga funcionando a lo Saint Venant
y despreciandose el efecto de las deformaciones
por cortante. Sin embargo en algunos casos sera
necesario considerar las deformaciones por
cortante.

m, ( y] - es la magnitud de la masa por unidad
de longitud del edificio, localizada en el nivel k;
C{) - es Ia rigidez dinémica transversal de los

marcos en el nivel k y modo i-ésimo de
oscilacion;

C.) . es Ia rigidez dindmica transversal de los
muros en ¢l nivel k y modo i-ésimo de
oscilacion;

Y,¥, - son los factores de resistencia inelastica
del material o factores de amortiguamiento
histerético de las losas en cualquier nivel y de
los elementos verticales, respectivamente [ver
apéndice];

k9 = pc® / L es la rigidez dinamica de los
apoyos verticales o marcos, distribuida
longitudinalmente y en el modo i-¢simo, con
C,{:} = C™ constante;

p es el nimero de marcos.
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2. DESPLAZAMIENTOS: ECUACION

CINEMATICA

El efecto de una accion sismica ondulatoria
sobre un edificio se representa
simplificadamente considerando un
desplazamiento traslatorio horizontal v, (r)
impreso a la fundacién del mismo, no
dependiente de las coordenadas espaciales. Esta
es la hipotesis usual para el cdlculo estructural.
La informacién para este proceso se obtiene del

correspondiente V, (t) y
sismograma vﬂ(t), donde vﬂ(t) es el

desplazamiento superficial del suelo debido al
sismo (fig. 3) respecto al marco de referencia

fijo O'xyz.

acelerograma

i)

aceleroprama

Y
Fig. 2. Oscilador de un grado de libertad (SDOF).

En este trabajo se analizard el caso mas general,
en el cual el desplazamiento transversal
producido por el sismo, cumple con una ley de
distribucion no constante en el sentido
longitudinal de la estructura (fig. 3) y
considerando ademads el efecto de la
deformacién de la losa en su plano.

Fig. 3. Esquema con desplazamiento no uniforme del suelo.
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Para determinar los efectos del desplazamiento
producido por el movimiento sismico, se
introduce un marco de referencia Oxyz solidario
con la fundacién del edificio y segin el cje
longitudinal y de la /osa (fig. 3), el cual tendri
un movimiento traslatorio horizontal de
direccion z (transversal) y de frecuencia circular

©, respectoa O'xyz .

El estado de desplazamientos del suelo (en la
superficie) en todo instante dependerd de la
coordenada longitudinal y, de la velocidad de
propagacion ¢ de la onda sismica (puede variar
en el intervalo 0.2-5.6 km/s segun el tipo de
medio) y del tiempo ¢, como sigue:

v(».1)= vs( —Z)

c

[2.1]

donde Vv, es la funcion desplazamiento

traslatorio de la fundacién durante el sismo
(historia del desplazamiento prescrito en los
apoyos). Se wusard indistintamente como
argumento al fiempo retardado [ =t — y/ C.

En este caso la aceleracion v (y, t)kA respecto

al marco fijo, es ahora dependiente de la
coordenada longitudinal (fig. 3). El caso
particular usual se obtiene cuando la
distribucién es constante en el sentido

longitudinal: v, (y,1) =v,(f), es decir, el
desplazamiento no depende de y. Analogamente
la aceleracion serd V(7).

Sean V(x,,y, !)/; el desplazamiento relativo

respecto V(x‘_ ¥, t)f; el
desplazamiento absoluto respecto a Oxyz, de un
elemento longitudinal de masa en wun

punto P( y,f) del gje y de la losa-viga, respecto

O'xyz y

a su posicién original en ¥ =0, ambos en la
direccion transversal z.

Entonces los desplazamientos absoluto, relativo
y del suelo, en la direccién z estan relacionados
por la siguiente ecuacién cinemdtica (fig. 2 y 3):

vx,, 3.0)=v,(y,1)+V(x,,,1) [2.2]

que define el desplazamiento absoluto de un
punto (x,,, y) del eje de la viga-losa en el nivel
k en cada instante, cuando se supone v,

aplicado estiticamente (desplazamiento seudo-
estitico). Cuando se¢ considera que el
desplazamiento del suelo en toda la longitud del
edificio es uniforme (no depende de y), se tiene
el caso particular usual, con o sin deformaci6n
de la losa;

v(x,, 3,0)= v, (1) +¥(x,,,1) [2.3]
Suponiendo 1la funcién no uniforme [2.1] para
el desplazamiento la ecuaciéon [2.2] sera:

v(x,,p.0) = V(x,,y.1)+v, (r - Z) [2.4]
c

Hasta aqui no se ha definido Ia ley de variacién
de la funcién desplazamiento. Sin embargo la
Juncién  desplazamiento sismico se puede
expresar separandola en dos variables, una
dependiente y otra independiente del tiempo, a
saber:

v,(x,3.8) = v, (1) F(p) [2.5]

cuando vo(t) ¢s una funciéon del tiempo de

igual magnitud en cualquier coordenada, [ ( y)

es una funcién que depende de las condiciones
dinamicas del suelo, como la velocidad de las
ondas sismicas ¢ y de la propiedad longitudinal
del edificio L. Funcion de desplazamiento
seudo-estatico aplicado (estaticamente) a la
fundacion del edificio. Como ilustracién se
puede suponer que la funcion aceleracion
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sismica cumple aproximadamente con la |

siguiente ley empirica:

v, (y,t) = if'o(r)[l + ul(l - 2%) +

donde [,, W, son coeficientes que se
determinan mediante leyes empiricas que
dependen del tipo de medio soportante y
especificamente de c [Sanikov, 1966]. La ley
anterior es la sumatoria de tres términos en el
orden mostrado: una aceleracién puntual, un
desplazamiento antisimétrico y otro simétrico.
Para representar adecuadamente las acciones
sism’cas es necesario conocer la sismicidad
regional. En general el grado de sismicidad se
representa con un coeficiente sismico k_ (factor

de sismicidad o amenaza sismica), determinado
segin las propiedades estadisticas de la
potencial amenaza sismica. En la filosofia de
disefio usual, expresada en las normas existentes
(CSCR, 86), este coeficiente es igual a la

maxima  aceleracién  probable a, o

aceleracién pico como fraccion de la gravedad,
determinada para una zona geografica
especifica: k, =a,, / £. Sin embargo, un

criterio de disefio mas racional debera incluir las
caracteristicas de las excitaciones-sismicas en el
sitio, como los pardmetros de amplitud,
duracion y periodo o frecuencia predominante.
Para ello s¢ han desarrollado otros conceptos
como el de aceleracion efectiva, que reflejan
mejor el dafio potencial de un sistema [Housner,
1982; Zahra, 1982]. Ambos son datos empirico-
estadisticos no estructurales, es decir, no
dependientes del sistema estructural por diseiiar,
aunque su seleccion determina criterios distintos
de disefio.

asen 2] = 5,()F ()

[2.6]

3. ECUACION DIFERENCIAL DEL
MOVIMIENTO PARA UNA ESTRUCTURA
DE UN NIVEL.

Se analizara el caso mas general en el que se
considera que la losa no se comporta como un
diafragma rigido, por lo que seri necesario
considerar las deformaciones en su plano. Se
planteara el problema para estructuras regulares
en planta y altura y no se considerari el efecto
de las deformaciones por cortante o por inercia
rotatoria de la losa.

Utilizando el método de fuerzas se establece
como estructura auxiliar el sistema constituido
por la losa en un nivel ¥ y los marcos, y
desvinculado de los diafragmas verticales (fig.
4) y sustituida por un modelo de viga-losa (en
esle caso una viga con deformacion a flexion)
apoyada elasticamente en los marcos supuestos
distribuidos longitudinalmente con una rigidez

KD = pC? /L, para CH = C" constante
en altura. Esto es valido si se supone un niimero
p de marcos grande p>4 (sentido

longitudinal), condiciones que permiten sustituir
a la disposicion discreta de marcos por una
continua en cada nivel en el sentido
longitudinal. Lo cual estd en acuerdo con las
dimensiones en planta de la losa, la cual tener
una relacion largo/ancho mayor que 4 o 5 para
no considerar los efectos del cortante.
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Fig. 5. Modelo cuasi-estitico de la losa

"Para obtener la ecuacion del movimiento para
un pedazo clemental de masa m, (y)dy de la

viga-losa en el nivel k (fig. 5), se debe establecer
la condicién estatico-dindmica o el equilibrio
dindmico (D’Alembert) en la direccion z. En
efecto, respecto al marco de referencia fijo

o*v(x,,y,
ftzmk()’)*’jg;;—yt)'

Ba4V(xt,y, t)

S(x,, .8) = oy

O'xyz las fuerzas solicitando la masa

elemental en el eje de la viga-losa en un instante
dado, expresadas en funcién del desplazamiento

absoluto v(x‘, ,y,t) , son:

es la fuerza de inercia absoluta;

dy - es la fuerza eléstica restauradora de la losa;
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6 S(x,, ,Y,1) - es la fuerza no-elstica
CD

restauradora o amortiguamiento de la losa;

Rx,y.1) =Kvdy = KW(x,.3.0)-v,(t -yl

- es la fuerza restauradora elastica de los
marcos, es decir, la resistencia debida a los
marcos distribuida en cada modo de oscilacién
de la estructura, proporcionadmente  al
desplazamiento producido;

m )y T2

0

la cual es la ecuacién diferencial  del
movimiento oscilatorio de un elemento de masa
en el nivel de losa k. Esta ecuacién debe cumplir
en cada nivel con las condiciones de frontera o
la compatibilidad cinematica con los muros
externos ¢ internos del sistema estructural, como
s€ expresara posteriormente.

Yy 0O
=43 Jd)+——8(x,,
(xt’y )+(D ot (lk

T2 R(x, p.0) =-

Ka'fffat—cv -es
@, 6: mo

la fuerza ineldstica o de amortiguamiento de los
marcos [ver apéndice].

Estableciendo la ecuacién de equilibrio

dindmico (D’ Alembert) por sumatoria de fuerzas
en la direccion z, se obtiene:

0
—Rlx, vt
a1 (xk B4 )

[3.11

y,t)+R(xk,y,1)+Y—'
o

0

Esta ecuacion se puede expresar en funcién del
desplazamiento y de la aceleracién del suelo,
que son los datos empiricos obtenidos del
sismograma y del acelerograma.

Sustituyendo en la [3.1] las expresiones para Sy
R resulta:

*(x,,y,1) 64v(xk,y,l) o o*v(x,, 3.1)
v)d = B——2dy |+
m () —= 3 o Yt ar oY
[3.2]
Y, O
+K[v(x,‘ Vi) - v,(r - %)}@+i5;{1([v(xk,y,t) - v,(r - %)]aﬁv}
y luego eliminando dy, la ecuacién [3.1] tiene la siguiente forma:
64 ? lt aj r ] ’ lr
B———v(r*4y )+ —_( :y )+Kv(x,,,y,:)+7—‘K———-av(x* 2 )+
oy o, dy"ot 0, ot )
0*v(x, . y.1) »). ¥ |
— =Ky |t-=|+-LK
+m,(y) Py ",( c)+(n0

la cual es la ecuacién diferencial del
movimiento oscilatorio de la estructura en ¢l
nivel de losa k. El miembro derecho es la fuerza

.iv(_z)
ot °* c

efectiva expresada en términos de los
cocficientes de rigidez y amortiguamiento. Esta

- expresion es rara vez usada para el célculo de la
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respuesta sismica, en especial porque los
principales datos son obtenidos en términos de
las aceleraciones del suelo.

B@‘*v(xk,y,r)+LBasv(xk,y,t)

oy* o, oy*ot
o*v(x, .1
()T g, (1-2)

+Kv(x,,,y,t)+'y—'K

La influencia del segundo término del miembro
derecho de la ecuacién anterior puede
despreciarse, por lo que resulta una ecuacion en
términos de la funcidn del desplazamiento del

suelo vs(t —y/c) ;

ov(x,,y.1) N

ot
Do [3.5]

Diferenciando ahora dos veces esta ecuacion respecto al tiempo, resulta una ecuacion en términos de
la funcion de la aceleracion absoluta del sistema (de la masa distribuida en el nivel de losa):

- 0 4'.7(xk4,y,t) o 6517(x:,y, 1) .
oy 0, oy ot
*v(x,,»,1)

PR Kv (t-y/c)

+m,(y)

donde la aceleracién absoluta del sistema es:

E ov(x, ,p.t
v(xk,y,i) = %

Asi se han obtenido dos ecuaciones diferenciales
[3.5] ¥ [3.6] describiendo al movimiento de la
losa del edificio bajo la acciéon de una onda
sismica oscilatoria de la fundacién. La primera

0 4[’15(3(,r Vo) + v,(t_)] y

Kv(x,,y,1)+

aS[v(x,:,y,:) +v$(1')]

T ov(x,, 1) N

ot
Do [3.6]

[3.7]

[3.5] requiere de la informacion del sismograma
y la segunda [3.6] del acelerograma.
Sustituyendo de la [2.4] en la [34], el
desplazamiento absoluto en términos del relativo
y de arrastre, resulta:

B 5" +;D—UB PNET +K[¥(x,, 3.0) +v, ()] +
V(x,,p,0)+v.(f o*v(x, 1) +v (T B
_*_'Y_]va(xk Yy ) vs( )]+mk(y) [ ( 4 2) ( )] :KVS(I)_l_'Y_lﬁvs(t)
o, ot ot 0, 0f
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o simplificando resulta la ecuacion del movimiento en términos de la aceleracién relativa y la

aceleracion de arrastre o sismica:

Ba4ﬁ(xk ’y’t) Y B asv(xk ’y’t)
RIS R e S T AldA,
oy 0, dy ot

+KV(x, p,1)+ LK

+mk(y) at‘l ay4

El sentido fisico de la [3.9] se puede deducir del
estudio de cada uno de sus términos. Asi en el
miembro derecho de la ecuacién se tiene la
carga efectiva cuyo primer término representa
al efecto de la resistencia elastica de la losa; el
segundo al efecto del amortiguamiento de la
losa; y el dltimo a las fuerzas de inercia de
arrastre actuando sobre la losa, todos en la
suposicion de que el nivel de la losa se
desplazara conjuntamente con el desplazamiento
de la fundacién. La sumatoria del miembro
izquierdo representa a la fuerza resistente en el
nivel k de la estructura, resultado de la
sumatoria de las fuerzas objetivas resistentes y la
fuerza ficticia relativa, suma la cual por
equilibrio dindmico, es igual a las fuerzas
efectivas que producen la excitacién forzada
solicitando la fundacién.

Este resultado se puede sintetizar como sigue:

La fuerza sismica que solicita a un edificio en el
nivel de la losa, durante un movimiento
oscilatorio producido por una onda sismica
transversal, es equivalente a la aplicacién en
ése nivel de una fuerza ficticia de arrastre
horizontal. Esta fuerza de arrastre es igual a la
suma de una fuerza de restauradora eldstica de
la losa, una fuerza amortiguadora ineléstica o
de amortiguamiento de la losa y una fuerza de
inercia, aplicadas en el nivel de la losa y
considerando a ésta aislada de la estructura y

oV (x,,3,1) .
0, ot

o v [f __Z) asv ( _.-Z) v ( = Z)
2 1 & ; >
W) p T o) g A d) e T e)

@, oy*ot

or?
[3.9]

moviéndose en conjunto con la fundacién, es
decir, con el marco de referencia solidario con
ella. Esto equivale a un movimiento forzado, en
donde la fuerza dindmica efectiva no solo
depende de la masa y de la aceleracién del
suelo, sino también de las propiedades
mecdnico-estructurales de la losa.

Si las propiedades mecanicas de rigidez y
amortiguamiento de las losas son iguales en
cada piso, la magnitud de los términos del
miembro derecho de la [3.9] son iguales en cada
nivel. Para estudiar la magnitud relativa de los
dos primeros términos del miembro derecho de
1a [3.9], respecto al tercero, se puede usar la ley
[2.6] para la aceleracién sismica, lo cual permite
demostrar que en general se pueden despreciar.

4. ECUACION DIFERENCIAL DEL
MOVIMIENTO PARA UNA ESTRUCTURA
DE MUCHOS NIVELES.

Se tratarA ahora el anilisis del sistema
estructural con n niveles (0o grados de libertad
transversal).

Despreciando los dos primeros términos del
miembro derecho de la [3.8], el sistema
estructural estard solicitado por una familia de
fuerzas de inercia efectivas aplicadas en cada
nivel de piso, segiin el vector de inercia (fig. 5):
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fi =—-m ()= [—mlii,(f),—mziis(f)'...,_

donde I =1-Yy / C y se esta considerando a la
masa independiente de y.

Es posible para el andlisis de la estructura
desmembrarla en elementos planos (fig. 5). Para
descomponer la estructura espacial en elementos
planos se deben cumplir con las siguientes
condiciones o hipotesis: (i) igualdad de rigidez
de los componentes verticales de apoyo y del
empuije elastico correspondiente; (ii) igualdad de
las frecuencias de oscilacién de las losas aisladas
de la estructura; (iii) semejanza de las formas de
flexion o de los modos de oscilacion de los
elementos verticales aislados de la estructura.

my,(f)=mX
mzv_,(t) =X

() v, (7)) +m X
(xz)W1( )+m2

m,,(0)]

[4.1]

Utilizando el método de fuerzas se establece,
para la estructura auxiliar al sistema de n
niveles constituido por las losas y los marcos
desvinculados de los diafragmas verticales, debe
cumplir con la ecuacién de compatibilidad de
los desplazamientos en el nivel del primer piso.
La condicion de compatibilidad de los
desplazamientos en los otros pisos se establece
autométicamente. La amplitud de las fuerzas de
inercia sobre los elementos componentes, deben
ser proporcionales a las masas y a los
desplazamientos de los apoyos eldsticos (muros,
marcos), entonces se puede escribir el sistema de
ecuaciones desacopladas siguientes:

() v (7) +o-+m X, (6 ) v, (1)

(xz)‘lfz(r)'*'""}'mz

n(xZ) (I)

m,V, t_):mnX](x")w](f)-%m”X( X)W, (1) ++-+m w X (X )W (?)

1) zmk xk)W( )

donde X,(x,)= X[xk,'C,{i)]cs la magnitud

del desplazamiento de la configuracion del
modo i-ésimo de los elementos verticales de
apoyo (plano transversal al edificio). Es decir,
es la funcion forma o modal en el sentido

vertical. La funcién m, X,(x,) se suele

lei(xl)

k=1,

X (x,)+mX,(x,) X, (x,) +--+m, X, (x,) X,(x,) =0

[4.2]

[4.3]

denominar el factor de excitacién sismica
modal, evidentemente diferente para cada modo.

Las funciones ,(7) se determinan mediante la

solucién de las ecuaciones [4.2]. En efecto de la
condicién de ortogonalidad de los modos de
flexion de los componentes de apoyo (o base
elastica constituida por los marcos), resulta:

[4.3]



HERRERA: Anilisis Espacial de Edificios 19

z.kai(xt)Xj(xk)=0 Lj=1+n
k=1

[4.4]

Multiplicando cada una de las ecuaciones de [4.2] por X, (x,), X,(x,),--+, X,(x,) y suméndolas,

resulta:

—ii_,(F)[le,.(xl)-kle,.(xz]+---+m”X,.(xn)]=
= W1(f-)[maXl (xs)Xr(xl)+m2X1(x2)Xi(xz)+"'+mn.X:(xn)X'(xn)] +

Feoty, (i)[m] X (x,)+m,X? (x2)+...+m,,XJ_2(xﬂ)]

I

[4.5]

et Wu(‘?)[mixn(xl)Xi(xl)"'mzxn(xz)xf(xz)+"'+man(xn)Xr'(xﬂ)]

De la condicion de ortogonalidad [4.4], resulta:

v,(7) =

5 (0 X, ) X, )+, X )]

o0 también:

X)X (xy) 4, X ()]

[4.6]

x,)

“’*’["f) =v(0)= —v[r%)gi(__

[4.7]

im,{Xf(xk)

k=1

donde el segundo factor del miembro derecho s¢
suele denominar factor de participacién, pues
caracteriza la diferencia entre la respuesta de un
sistema SDOF y la de un sistema generalizado
a sistemas estructurales de varios niveles
(MSDOQF), a saber:

kaXi(xk)
g = k=1 =

ikaiz(xk)

k=1

L

[4.8]

kaf(xk)wr'(t_) = [ml'Xr'(xl)Wr'(t_)’lei

() wi (7).

el cual depende de la distribucion de la masa en
sentido vertical y de la funcion modal, y ademéas
es una constante para cada modo. Los términos

L y M’ sc llaman factor de excitacién
sismica modal y masa generalizada del sistema
respectivamente, cuando la estructura tiene mas
de un nivel, en el modo .

Ahora se puede estudiar el movimiento
oscilatorio forzado de la losa desacoplada del
nivel k, bajo la solicitacién de las fuerzas de
inercia efectivas aplicadas en cada nivel,
representadas por el vector:

"mﬂXi(xn)wr'(f_)] [4.9]
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sustituyendo [4.7] resulta:
z m, X, (xk) B
e =“mtX:(xk) k:l i;s(f)
ka x; (x,:)
k=1
[4.10]

Ba4$‘i(xk’y't) LBasﬁ(xk’y-t)

oy* ®, oy‘ot
%%, (x,,3.1)

o1 =m,X,(x,)w.(7)

+m,

que es la_ecuacién diferencial del movimiento
oscilatorio de Ja k-¢sima losa desmembrada de
la estructura, para el i-€simo modo vertical.

-, ” .
Ba ¥(x, . 0.1) +_I_Ba ¥(xp,3.t)
2 ®o 2y%at

=0

L oy dy=0,L

- -|
363‘*'(&.;».0 5 0 8% (%, .3.0)
3 @,

2
| dy dy“ot -or
e 4. Qe +0
0 It 0 vix, vt
JELCRTIE TR (|
©o dy ot
| ay y 8 _yp_o

donde y, es la coordenada que define la

posicién de cada muro de apoyo respecto al
marco de referencia del sistema estructural

usado; C? y C son las rigideces dinamicas
iésimo modo en el nivel 1 respectivamente, del

+K“’'13",.(ch,:,y.t)+Y—‘K(i

) e Y
C,(P]gkv(xk ) +—(;--C”,:;Jt

marco de apoyo y de los muros de apoyo y

INGENIERIA

Sustituyendo en la [3.8], que es la ecuacion
ecuacion diferencial del movimiento oscilatorio
de una losa en el nivel k para el modo i (para
una estructura de un nivel), a la fiuerza efectiva

m,i"s(t—y/C) por kaf(xk)wj(t-) y
despreciando la magnitud de los dos primeros

términos del miembro derecho de ésa ecuacion
[3.8], se tiene la expresién siguiente

) avr.(xk,_y,f) +

@, ot
[4.11]

Ademas la funcién ?(x,,, Y, !') debe cumplir

las siguientes condiciones de frontera y
compatibilidad de los desplazamientos entre la
viga-losa (viga-pared) y los soportes discretos
(muros,etc.):

W) o~ «iy OVlxg. it
=:Fl:cl()gkv(xk'y'r)+lucl{]‘;k_(*__)]
0, ot —%

(i) 35’(‘;-)’-')] [4.12]

0 ot

¢, =C,/C,. El momento flector en los
extremos de la losa se puede despreciar, puesto
que su rigidez en torsion es muy pequefia
comparada con 1a de los muros de apoyo.
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5. SOLUCION DE LA ECUACION
DIFERENCIAL DEL MOVIMIENTO.

La soluciéon de la ecuacién [4.11] se puede
plantear por separacion de variables, expresando
¢l desplazamiento relativo del eje de la viga-losa
como sigue:

ZV )/, (0)

x;,,y,
[5.1]

donde la funcién V, ( y) es una funcién de la

coordenada y que representa la forma o el
modo de la vibracién de 1a losa en el modo j en

el sentido longitudinal y f, (f) es un parimetro

funcion del tiempo, wuna coordenada
generalizada que determina la amplitud del
movimiento. Lo anterior expresa la hipétesis de
que la forma de vibracion de las vigas-losa no
cambian con el tiempo (s¢ asume que en el
plano se deforma con una tunica forma
estacionaria en cada modo) variando solo la
amplitud del movimiento. Por las hipdtesis
expresadas en el art. 4, la frecuencia de

oscilacion y el modo de oscilacién de todas las’

Z{mtf,( )+

Jj=1 0

Lm0+ mais,0}7,0) -

losas son iguales, es decir, se asume que V; ( y)

¢s igual para todas las losas del sistema
estructural.

En este caso para determinar la frecuencias y los
modos de oscilaciébn se pueden despreciar las
fuerzas de amortiguamiento (’}' =y, = 0) sin

afectar los resultados. La funcion V()

J

satisface para oscilaciones libres no

amortiguadas 1a ecuacion siguiente:

BV (y)+(K, -mol)V,(y)=0

[5.2]

donde ®; es la frecuencia de oscilacién del
sistema estructural libre no amortiguado y se
supone para simplicidad y sin perder
generalidad a la masa constante en el sentido
longitudinal, es decir,
m, ( y) = m, = constante . Sustituyendo en la
[4.9] y arreglando términos y haciendo la
aproximacion empirica de que Y = ¥y, , resulta:

Xi(xi:)wi(f)

[5.3]

El usar en esta expresion a la frecuencia no amortiguada (G) ~® ;) para efectos de cdlculo no
afecta los resultados del analisis, pues la magnitud de € g = € para edificios es comparativamente
pequefia (para concreto reforzado 0.03 <& < 0.07 y para acero 0.0 < § < 0.03).

La [5.3] se puede escribir como:

3P ()V,(5) =

=

m, (y) X, (x,)w,(7)

[5.4]
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Muitiplicando 1a [5.4] por Vp( y) ¢ integrando de 0 a L y aplicando Ia condicién de ortogonalidad

.I:Vf(y W,(y)dy =0 resulta:
m, () X, (x, )J-: v, (N)V,(yy = P, (:)I:’sz (M

de donde

m ()X, (x)], v, ()Y, (V)

P(1)= 5 [5.5]
Io sz(y}i‘y
y sustituyendo en la [5.4]:
m, (,}’)X,-(x,, )\If,- (t_) _ i m, (J’)Xi (ik )‘L V; (‘_)V;(y)ﬂﬁ’ K(y) -
j=1 Vi
ydela [5.3]:
- : am )X ()] vV, (W
;{m,f(: Om 02 () +mo’ f(r)} (v )—; From V()
.. . m ()X, (%), v.()¥, )y
m 7,(0) +-Lom, 03, (0) + mo 1, (1) = L ‘
,,fa,(r)-«m0 o f,()+mo.f(f) i VO
[5.7]
y entonces la solucion de la anterior ecuacién sera:
X, (xk) o~ r)
fj(t)=— v \u ()W, (y)dy senjo ,(t - 7)
[5.8]

donde 7 = T— y/c. Sustituyendo en la anterior la expresién para , de la [4.7], resulta:
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Xr‘(xk)zkaiz(xt) 1 L
= —Eylt-1 a =
f,t)=- - L J-e ol ]IVJ(I)V y)aj)sen[co,}. (r- 'l:)]dt
o, [VO)EmXi ()
m\x —gy(t-1
i7:(0) = _ ) 1 _[ ol )j )aj»sen[ ﬁ(r—‘r)]dt
J. V y) Oy %
[5.9]
donde
Xi(xk)zkai(xk)
n(x,)=—7= [5.10]
> m X}
k=1
es un coeficiente de forma en sentido vertical | decrece con el aumento de #; para
que depende de las caracteristicas dindmicas del | n =1, N, = 1.El término

sistema estructural con independencia del
movimiento sismico y que se puede considerar
como un coeficiente de correccion o de
equivalencia de la respuesta dindmica de un
sistema estructural de » masas (o de varios
niveles o grados de libertad) para obtener un
sistema equivalente de una sola masa o un grado
de libertad (SDOF). Obsérvese que N <1

xk)V

j‘ Vi

En la prictica se incluyen solo las respuestas
modales significativas. Cada término de esta
seric es la funcidn desplazamiento en cada
instante o la respuesta cinematica del sistema en

DRI

i=l j=1

Zv Xy Jit)=

m,=mm=mXL/M" sec denomina masa
equivalente del sistema estructural de n niveles
para un MSDOF:

Introduciendo la expresion [5.9] en la serie [5.1]
se obtiene la funcién que representa el estado de
desplazamientos relativos dc la estructura, a
saber:

;1;-_:[6'8” S ‘:[v djzsen{ (e ‘t)]d'c

[5.11)

el modo ij de oscilacion del sistema estructural,
Obsérvese que para integrar de 0 a L se debe
considerar que para la funcién es nula. La
[5.11] se puede escribir como sigue:

: iis[‘r - %)VJ( y)dy sen[m (- 'r)]dt

[5.12]
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es un coeficiente coeficiente modal factor o
Jactor de participacién en el sentido
longitudinal, que depende de las caracteristicas
dindmicas del sistema estructural con
independencia del movimiento sismico. Aqui,

por las hipdtesis hechas en el articulo 4: V()

U(t) = je‘“a(f-'}j'ii{r - %)Vj(y)afy sen[(n Ar= ‘c)]d‘r

0 0

la cual es determinada por las caracteristicas
dindmico-estructurales, para una frecuencia

®, del suelo, a saber: la relacion coq/con 0

razon entre la frecuencias de oscilacién del
sistema estructural @ ; y de la onda sismica

© , ; de las caracteristicas del amortiguamiento

del sistema € ;; de las propiedades dindmicas de

la onda sismica y el medio de propagacién o
funcién aceleracién sismica iia ; y finalmente de

la funcion de forma o modal en el sentido
longitudinal V', (y) dependiente de las
propiedades mecanicas de las losas. Por tanto:

Para un sistema estructural en el que se
consideran los efectos de la deformacion
espacial de la losa y para una distribucién no
uniforme en sentido longitudinal de las
aceleraciones sismicas (dependientes de la
coordenada longitudinal), el comportamiento
cinemdtico del modelo espacial es determinado
por una funcion tal que su integral de respuesta
sismica depende de la velocidad de

[5.13]

y ®; , son iguales para todas las losas y
andlogamente este coeficiente de forma.

De la [5.12] se observa que el estado de
desplazamientos relativos depende de la funcién
o integral de la respuesta simica:

[5.14]

propagaciéon de la onda sismica, de las
propiedades del suelo y de la funcién forma
longitudinal.

6. DESPLAZAMIENTO RELATIVO
MAXIMO

Los resultados anteriores permiten intentar
estudiar la respuesta sismica mediante el
enfoque usual de la integral de Duhamel 1y el
concepto de espectro de respuesta estandar
[Housner, 59, 82], es decir, siguiendo el
postulado de que la probabilidad de falla de una
estructura bajo carga sismica se puede calcular
utilizando un modelo o oscilador equivalente,
constituido por un sistema de un grado de
libertad (SDOF). Para ello se estudiard a la
integral de la respuesta sismica [5.14] y en
analogia se haran las siguientes definiciones.
Para determinar la magnitud mdxima del
desplazamiento relativo se define el parametro
seudo-desplazamiento  espectral  espacial
siguiente:
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O 0

e e 2 by

[6.1]

definido para un sistema estructural con € o £ dados y para cada sismo o funcién sismica

excitadora.

También se define la funcién seudo-velocidad espectral espacial tal que S, =

“fs (c-2)p b -

§, = max,

d,asaber

[6.2]

También se define la seudo-aceleracion espectral espacial como sigue:

El desplazamiento relativo mdximo (o el valor
méximo de la respuesta relativa a la excitacién

[6.3]

[5.11] y expresar aproximadamente en funcién

del seudo-desplazamiento espectral espacial o

sismica) para el modo ij se puede calcular como | de la seudo-velocidad espectral espacial
el mdximo de cualquiera de las series [5.12] y | definidos, asi:
- - S, = -

vméx(xk'y"‘) = ni(xk)TJ'(y) X ® - nf(xk)t.f(y) xS, [6.4]

i

Como el sentido de la respuesta sismica no tiene
importancia en general, se ha quitado el signo
negativo en la expresion anterior. En analogia
con el SDOF (sistema de un grado de libertad,
fig. 3), se puede obtener lo siguiente:

La respuesta cinematica del “modelo espacial”
es equivalente a un “oscilador espacial” (OE)

(fig.6), cuyos espectros de seudo-desplazamiento
o velocidad son dependientes de la frecuencia y
amortiguamiento espacial y de otras propiedades
dindmicas de la estructura (modo de oscilacién
de la losa) y de la funcién de aceleracion sismica
dependiente del tiempo y de las propiedades
dinamicas del suelo (forma de propagacion de la
onda sismica).
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Fig. 6. Oscilador espacial (OE).

Si se expresan los pardmetros espectrales espaciales definidos por las [6.1], [6.2] y [6.3] en términos
de 1a funcién F' ( y) , se obtiene la expresion siguiente para la seudo-velocidad espectral espacial:

u(r) = j: F(y)V,(y)dy x J’; e—e.-,(r—r)";o(r)sen[@ (=) [6.5]

a partir de la cual se podria obtener una expresion para la funcion velocidad. Sin embargo, como s¢
conoce, si se usa la funcion seudo-velocidad espectral esta se aproxima en un +5%, que sigue
siendo valida en este caso. Entonces:

S, = J:)L F(y)V,(y)dy x max, j(: e V5, (t)sen|w (1 - ‘t)]d‘t [6.6]
5, = [FO, 0y xS: 1
o
donde
8¢ = max, j'e'e"'('_t)iio (t)sen[m = ‘t)]d‘c [6.8]
0

es analoga en forma a la seudo-velocidad espectral S, para un sistema simple (SDOF), pero cuya
frecuencia ahora incluye a la frecuencia de oscilacién del sistema estructural (de la losa y de los
clementos verticales de apoyo).

Por [6.3] la seudo-aceleracion espectral espacial se puede expresar Como sigue:
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L
5,=0,5, = [FO)V,(»)dy x0,5: =08,
0

Cumplen con las mismas relaciones que

' T |
§,=0,5, =0;S,.

las funciones

[6.9]

espectrales para un SDOF:

El desplazamiento mdximo relativo para el modo ij resulta para este caso de la [6.4):

S, - ;
e nf(xk)‘rj(y)de

Voo (X0 0, 0) =, (x.)%, () x = [6.10]
donde

v, F)V,(»)dy
T,(y) = [6.11]

es un coeficiente de forma espacial general que
depende de las caracteristicas dinamicas del
sistema estructural (modos de oscilacién en el
sentido longitudinal) y de las propiedades de
medio soportante (velocidad de propagacion de
la onda sismica). Es decir, al contrario de los
coeficientes de forma M y T, T(y) depende

del medio en el que se produce el movimiento
sismico y por las hipétesis hechas es igual para
cada nivel. De lo anterior resulta:

La respuesta cinemdtica del “modelo espacial”
es equivalente a 1a de un “oscilador espacial”
(OE) (fig. 6), cuyos espectros de seudo-
desplazamiento o velocidad son dependientes de
la frecuencia y del amortiguamiento espacial, y
de la funcién aceleracién sismica solo
dependiente del tiempo, respuesta modificada
por coeficientes de forma espaciales: verticales y

{vfmm} = Xi(xk)Vj(y)‘{ ,—(x*)“f_,.(y) X S

(1]

= X(5, W ()8 (x)7,0) < 55)

i

longitudinales para cada modo de oscilacion,
que dependen de las propiedades dinamicas-
estructurales del sistema estructural y de las
propiedades dinamicas del suelo (forma de
propagacion de la onda sismica).

Obsérvese que ahora 1a analogia con el SDOF es
mis completa, pues las caracteristicas de los
espectros  son analogas, salvo en la
consideracion de la frecuencia y
amortiguamiento espacial del sistema. Se
podria decir que OE es un SDOF generalizado.

El vector desplazamiento relativo mdximo del
sistema estructural para todas las respuestas
modales, se puede escribir en forma matricial
como sigue:

[6.12]
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donde;
,TF W} (»)dy
1,(y) =2 [6.13]
[V )y

es un coeficiente de participacién modal en el sentido longitudinal. Los vectores modales X i(x,) y
K,(y) son matrices columna y hilera respectivamente y conticnen a todas las formas o

configuraciones modales que corresponden a la excitacion. El vector entre paréntesis representa a un
vector para cada modo considerado en el analisis.

7. FUERZAS SiSMICAS

La funcién para la fuerza sismica en cada nivel k es funcién de la aceleracién absoluta 'y se puede
obtener como sigue:

v, (x,..1) . o*v,(t-y/c)

8y (%, p1) = -my ——3 b o [7.1]
sustituyendo de 1a [4.3]:

oV (x., ),
sa'f("’:m"”t)=""t__ju ka () w,(7) [7.2]
de la [5.6] resulta:

v .(x,,y, n o m X (x,)] v, (‘)V(Y)‘b’
s;(xXe,3.0) = —m, ———("— %2, I V() 7.3]

in1 j=1 I (y)iy

Dela [5.7]:

m,,j‘j(r)=—(:—0m,,m;fj() melf,(f)+ i;}f;m" J‘J- (ygV( id [7.4]

De [5.1] 0°%(x,,y.1)/&r* =V,(y)f,(7) y sustituyendo en la [7.3] resulta:
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—m F (1) =|Lmo02f () +mo’ »3 xk)'[ oM
07,0 =| =m0l (1) +mo S (s Z [V 0w V(%)

Sustituyendo esta expresion en la [7.3] se tiene:

s (x,,3.0)= [{:—_mt o; 'j.(t) +m,o j(t):le(y) [7.5]

0

Si se desprecia el primer término del amortiguamiento (£ = Q), resulta la expresion siguiente para la

Jfuerza sismica en cada nivel %, que en general es una buena aproximacion, pues siempre £ es
pequefio:

s;(xe.y)=m o0l V,(y)f,(1)=m 0} V(x,,,1) [7.6]

De la anterior se obtiene la mdxima fuerza sismica respecto al tiempo en cada nivel %,
correspondiente a los ij-€ésimo modo de la vibracion del edificio, a saber:

8 (%e,y) =m0 39, (x,,3.1) 7.7]

En analogia con la solucién de un oscilador equivalente se tiene, en términos de los coeficientes
espectrales espaciales, las expresiones siguientes para las fuerzas eldsticas efectivas:

_ 1 = - — _ —
s,:,.(x,,,y) = mkm;rli(xk )Tj(y) X ;S‘, =m0 ;ﬂi(xk)'[f(y) x 8y = mkmynj(xk )Tj(y) xS,
i

5;(%e,7) =, ()T, (y) xm, S, = n.-(xf)f,-(y)%‘qk 78]

donde qk ] mkg es la carga grapjracfona! Decbido a que la [78] es una solucion

para sismo por unidad de longitud L del edificio, | 2Proximada, el estado de fuerzas obtenido no
supuesta uniformemente distribuida en el nivel | Produce el estado de desplazamientos relativos

; T reales. Sin embargo, es una expresion general
de la losa. Aqui la magnitud de Sa(“; - 0) s para las fuerzas elasticas desarrolladas en el

una buena aproximacién para cualquier £ | sistema estructural amortiguado solicitado por
fuerzas sismicas. Introduciendo el coeficiente

tipico. ) .
sismico ks en la ecuacion anterior, resulta:
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ssj(xk’y):mtni(xk)fj(y)xf.g 8= i(xt)Ej(y)xkag sk

s, (%, ) = M, (% )T(V)k.B, 4, [7.9]

donde

= 1
; maxco
B =7

.[ ~&y(t-7) J‘ (t _ _) dysen[co (- ‘r)]a"z [7.10]

0

es un coeficiente dindmico espacial. Este coeficiente se puede expresar también en términos de las
funciones espectrales espaciales ya definidas, como sigue:

k,BfJ. = S 0,5, = & [
g

1
g g
Asi el producto del coeficiente dindmico espacial por el coeficiente sismico es igual a la razon de la

seudo-aceleracion espectral espacial con g, y 1a [7.9] es andloga al caso de un MSDOF.

En términos de la funcién F ( y) para la oscilacién del suelo, sustituyendo la funcién [2.6] resulta: -

je“”{‘"')ﬁo(t)sen[m = 1)]dt_[ F(y)V,(y) xdy ‘ [7.12]

g je‘w(f—r}ijo(r)sen[m ,.f(l = T)]d‘t} [7.13]

Las anteriores son expresiones analogas al caso | dependiente de la coordenada y. Luego se
del modelo plano. Obsérvese que éste coeficiente | puede escribir:

es dependiente de la configuracion modal de la
losa, es decir, del efecto espacial producido por
la deformacion de la losa. Tambi¢n debido al
hecho de que se ha considerado que la
excitacion sismica o la funcion para la
aceleracion en la base no es uniforme en el | donde
sentido longitudinal de la estructura, es

dy B, [7.14]

]
O Sy [
~
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(S [ S 1 1
B, =k’—gmaxlm,}. _!e vl )vo(‘t)sen[m (- 'I:)]dt = EmﬁS‘r = T s [7.15]

es el coeficiente dindmico andlogo al
correspondiente a un SDOF, pero a diferencia
del modelo plano, en este caso depende de las
propiedades dinimico-estructurales que incluyen

la losa, como la frecuencia ® y compuesta de la

losa y los elementos verticales de apoyo. De la
[7.9] la expresion para la fuerza sismica méxima
en cada nivel,(toma la forma siguiente:

s:'j(xkv.y) =1, (xk)’f(y)kcﬁﬁqk =T; (xk ):E(y)gﬂ =M, (x:r)?f_,-(J’) xmS;

y también

[7.16]

sfj(xl:’y) = [TL- (xk ):E(y)mk ]k;gﬂg- = [ﬂf (xk )ﬂf(y)mk ] xSy =my, xS§;

donde;

my, =[n,(x, JT(y)m, ]

es la masa reducida o equivalente para un
modelo de oscilador espacial equivalente
(OE). Obsérvese que en este caso la masa es
distribuida en el sentido longitudinal.

Para un sistema estructural en el que se
consideran los efectos de la deformacién
espacial de la losa y para una distribucién no
uniforme en sentido longitudinal de las
aceleraciones sismicas (dependientes de la
coordenada longitudinal), la funcién fuerza
sismica mdxima en cada nivel es andloga en
Jorma al caso plano, salvo que corregidas por
la funcion forma espacial [6.11].

Se ha demostrado que ¢l analisis del sistema
estructural se puede realizar mediante un

[7.17]

[7.18]

espectro de respuesta modificado, ya que se
puede afirmar lo siguiente;

El modelo espacial de un edificio de varios
niveles puede sustituirse por un ‘“oscilador
espacial” (OE) con una masa equivalente,
obtenida del sistema espacial por factores de
correccién de forma vertical y longitudinal y
cuyos espectros de seudo-desplazamiento o
velocidad son andlogos a los del MSDOF.,
salvo que dependen de la frecuencia y del
amortiguamiento espacial, y de la frecuencia
de oscilacion del suelo del sistema
estructural. Los factores de correccion o de
Jorma dependen de la propiedades dindmicas
del sistema estructural y de las propiedades
del dindmicas del suelo, incluyendo la
velocidad de propagacion de la onda sismica.
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La fuerza sismica total o cortante en el nivel k, se puede obtener de 1a [7.9] integrando la expresién

en toda la longitud del edificio, a saber:

L_ -
Sg‘(xk ,y) =M, (xt )ksqk _L gt(}’)dy

[7.19]

y introduciendo la funcién F(y) de la [7.14], resulta:

k] F(

S,(x..y) =

(v)B,dy = Tl(xk)j T(y)dy xk,9.B,

[7.20]

y el cortante en la base en el modo ij es la suma de todas las fuerzas de cada nivel, o la funcion:

0,(x,.) = zn(x,,)Jj*f(y)dyxk,qka,, zn x.) [ Z(y)dy x m,S;

g, = _LL T(y)dy x
[7.23]

Asi la masa modal efectiva para el sistema
equivalente OE es andloga a la del MSDOF :

z / M" , salvo por el término que contiene al
cocficiente modal espacial, es decir,

L. .
L ‘l:(y)dyx(fz/M ) se puede interpretar
como la masa total respondiendo a la accion
sismica en cada modo (ver [7.18]).

[7.21}

[7.22]

8. Casos particulares.

Cuando no s¢ considera la variacion espacial del
movimiento oscilatorio del suelo la magnitud de

yfc se puede despreciar, entonces:

Vo(x,3,8) = Vo ()F(y) = ¥, (1).
F(y) =1, el coeficiente espacial T de la

Como

[6.11] se transforma en el siguiente:
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(8.1]

Entonces el desplazamiento relativo méximo resulta de la [6.4]:

[

L AN
vméx(xk’y’t) = nf(xk)tj(y) X T

5 ﬂ;(xk)f,-(}’) X 8¢

(8.2]

La fuerza sismica mdxima en cada nivel para este caso particular ser4:

s(%9) = 1,0 )7, (kB 24 = n,.(xk)rf(y)%:—qk

Cuando no se considera la variacién espacial
del movimiento oscilatorio del suelo, el modelo
espacial de un edificio de varios niveles puede
sustituirse por un oscilador espacial (OE) con
una masa equivalente, obtenida del sistema
espacial por factores de correccién de forma
vertical y longitudinal y cuyos espectros de
seudo-desplazamiento o velocidad son andlogos
a los del SDOF, salvo que la frecuencia y el
amortiguamiento corresponden al sistema
espacial (losa y componente verticales). Los

S{;‘(xk’y) = ni(xt ).LL‘:;(J’)d)’ X ksﬁg‘h =N (xk )I:T;(y)dy My

[8.3]

factores de correccion o de forma solamente
dependen de la propiedades dindmicas del
sistema estructural.
La condicion particular en la que no se
considerara la deformacién de la losa y si una
distribucion de accleraciones variable en el
sentido longitudinal, no es realista.

La fuerza sismica total en cada nivel, resulta:

g

[8.4]
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8.5]

Si ademas de que la excitacion sismica se
suponga puntual, no se considera la deformacion

de la losa o con Vj(y) = constante (losa

rigida, traslacion), entonces T J.(y) =1, por

tanto el desplazamiento relativo no depende de
la coordenada longitudinal, obteniéndose las
ecuaciones usuales para un SDOF, con la
definicién anterior para los desplazamientos
espectrales. De la [8.2] resulta el desplazamiento
relativo méaximo en el modo i :

s S,
Vi (%5 1) = n,(x,) P (%)% S,

8.6]

B, = kL max, o, je‘ea‘("’}ﬁo(t)sen[m (1=7)}ar = k—gm S, =—8

H 0

(8.9]

es el coeficiente dindmico anilogo al del
oscilador lineal (SDOF). En efecto, el B, (del

tipo de una funcién espectral) de Korchinski
[Korchinski, 1954] de las normas rusas Ch-
57:60 [ERR, 63] de la [8.9] es igual al factor de
amplificacién dinémica del CSCR [CSCR,
1986]:

FAD=——5, =B,
a

[8.10]

donde:

8= mz’txtj'e”"("']iiu(t) sen[o,(t - 1)Jdx
1]
[8.7]

es la seudo-velocidad espectral de un SDOF,
pues no hay deformaciones transversales a lo
largo de la longitud de la losa.

La fuerza sismica en cada nivel k en este caso se
expresa en estc caso como sigue:

Si(xk) =T (xk)%‘h =T (xk )kstqk

[8.8]

donde S, =®,S, =0,S,, es la seudo-

aceleracion espectral para un SDOF, cuando:

Este es el proceder de muchas normas [UBC,
CSCR, etc.] para calcular la “amenaza sismica”
es anclarse a la aceleracién mdxima probable
que varia con la zona sismica. Asi en este caso
se podria decir que la accién sismica se¢ ha
descompuesto en el producto de un término
sismico y otro estructural, como se muesira
sustituyendo en [8.8]:

5;(x) = [k, ] x [nf(xk)ﬁj ]‘h

[8.11]
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Para la fuerza total en cada nivel se obtiene la
expresion para el modelo plano usual, pues

L
entonces J; 'cj(y)dy =L vy
W, = q, L 1a carga total en el nivel %, resulta:

siendo

n-1
Q,-:l(xl) = kanl(xk)‘s'al S
- zkaf
k=1

9. ANALISIS DE LAS FUNCIONES

Para efectos de estudiar la diferencia entre el
modelo plano y el espacial de una estructura se
puede considerar por simplicidad el caso en que
la aceleracion es puntual. De las expresiones
para el coeficiente dindmico [7.15] y las fuerzas
sismicas [8.3] y [8.4] se concluye que la
magnitud de la carga sismica para esquemas

espaciales depende de los coeficientes: B( T)y
It(y)aj/, y por medio de los cuales se puede

determinar la influencia de la longitud sobre el
comportamiento.

El coeficiente T j(y) determina la ley de
distribucién de la carga sismica por unidad de
longitud del edificio y es funcion de V, (), la

cual que depende de la frecuencia de oscilacién
del sistema estructural y de las condiciones de
los apoyos verticales o de frontera, que en cada
caso son distintas. No se estudiard en este
articulo la determinacién de esta funcidn, sin
embargo se pueden encontrar dos casos limites

S. S.
Si(xk) = nf(xt )L X;Qt = ’1;(-";);”’1

[8.12]
El cortante en la base en el modo 1 (en el caso
particular estudiado), toma la forma usual de
las normas sismicas:

- 2
X
(kz:‘m ") [Tf Sa}
=S o
1

M’ g

[8.13]

de comportamiento para los que la funcién
V() es conocida.

En efecto, el primero de estos corresponde a la
losa sin deformacion en su plano, o sea
absolutamente  rigida. Para  estructuras
constituidas por un sistema de marcos verticales
y sin diafragmas y con rigidez infinita en el
plano de la losa (esquema de cilculo plano) la
carga sismica por unidad de longitud del edificio

no varia, pues V}. ( y) = constante y entonces

1,(¥) = constante = 1 o también:

[t,(n)ay =101

En el segundo caso, cuando la deformacién de la
losa es grande, ésta corresponde a una forma de
la linea elastica de la losa para vibracion libre
aproximadamente sinusoidal. En efecto, el
calculo muestra que para edificios construidos
con un conjunto de losas o losetas y con luces
mayores a 60 m, la carga sismica cambia con
la luz practicamente con una ley sinusoidal, es

decir, T (y)=bsen(jmy/L). Asi se tiene:
i
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v, V()

jmy (- W
sen = _L sen —L—dy

,([fj(y)dy = 1[ J;V_f(y)dy dy = _[

L
En consecuencia la magnitud de L T JT.( y)dy
varia entre los limites de 0.81L y 1.0L.

L
Si L T J.( y)dy ~x L, donde el coeficiente

K ; (menor que 1) es la pendiente (tangente del
angulo) de la funcién lineal X L, la magnitud
de este coeficiente corresponde a un angulo no
La integral de T,(y)
aumenta con L y la inclinacién de la recta
respecto al eje de las abscisas (parametro de la

longitud) depende del tipo de monoliticidad de
la losa.

mayor que 45°.

Se observa que la magnitud X ;, para todas las

losas, decrece con el aumento de la luz del
edificio aproximéandose al vaior limite de 0.81,
el cual se da cuando el diafragma alcanza la
rigidez absoluta en relacion a la losa. Es decir,

la ley de variacion del coeficiente K ; con L

las funciones X; =1 y

K, = 0.81, disminuyendo en general con el

oscila entre

incremento de la longitud. Esto permite
determinar y caracterizar a las curvas de la
funcién que representa la variacion con la luz L,
de 1a carga sismica en el nivel de piso.

La magnitud de los coeficientes: B(T) y

L
L T j( y)dy disminuye con la luz'y crece con

ella respectivamente. En el caso del coeficiente
~ dinamico, de la [7.15] se puede observar que
disminuye en magnitud con la frecuencia (o con
el crecimiento del periodo), es decir, con el
incremento de 1a luz del edificio. En cfecto, la
frecuencia del sistema disminuye con el

L
j sen
0

2 JBY
=d
1 y

dy = 127L.2-081L
3

incremento de la longitud, con la disminucién
de la rigidez de la losa (sea rigida o flexible) y
de sus apoyos. El cdlculo permite demostrar que
la magnitud de B( T], correspondiente  al

esquema espacial de analisis, es hasta dos a tres
veces menor que ¢l calculado con el modelo o
esquema plano.

Esto se explica por la disminucion general que
se produce en la rigidez horizontal del edificio,
al considerar la flexibilidad de la losa en su
plano. En realidad, como se sabe, el cuadrado de
la frecuencia depende de la razén entre la
energia potencial y la energia cinética del
sistema. La disminucion en la rigidez de la losa
disminuye 1a magnitud de la energia potencial,
lo cual a su vez hace disminuir a la frecuencia
de oscilacion (aumenta el periodo) y entonces al
coeficiente dinamico del sistema estructural.

La velocidad de cambio de estos coeficientes
depende de la luz L del edificio y andlogamente
ello se refleja en la carga sismica total por nivel
S, (18.4] 0 [7.20]) y en el cortante en la base
Q [7.21]. En el andlisis aproximado de las
estructuras, se supone que la luz L no influencia
én casi nada la intensidad de la carga sismica.
Sin embargo se ha mostrado que la intensidad

de la carga sismica aumenta o disminuye con la
luz del edificio.

Los desplazamientos relativos maximos [8.2]
son proporcionales a la magnitud del coeficiente

de forma T Jr.( y) e inversamente proporcionales

a la frecuencia de oscilacion del sistema
estructural:

Los limites de variacion del coeficiente se
pueden determinar para los dos casos extremos.
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En el caso de losa “absolutamente flexible” de la | [8.1]:

L J”y
V. v sen—dy
o(y) = j({)j" O = I B O I Lo
Io sz()’)‘b’ L sen® jzyajz n

y sustituyendo en la [8.2] se tiene:

vmix(xl:’y’t)f

~

En el caso de losa “absolutamente rigida”
‘r( y) =1 y resulta el caso usual para el SDOF
modificado en sentido vertical para varios pisos:

Fmix(xk'f), = Th(i‘k) X
® i

El efecto de la deformacion de la losa sobre el
desplazamiento relativo maximo calculado
segiin el modelo plano o un SDOF se da en un
rangode 1 a 0.41L .

10. APENDICE

Es conveniente recordar que el coeficiente de
amortiguamiento  viscoso depende de las
pulsaciones segin la ley: € = Ao, donde el
parametro h cs denominado el coeficiente
amortiguamiento histerético (depende de la
energia disipada en un ciclo). El factor de
amortiguamiento histerético es Y, = h/ K vy

c= ('y Jo 0) Es decir,
c=ymo’ /Q)U:m(‘yla)’z/mo) y
c/m=(y,0%f0,)=2¢ y
E=¢/2ma’ =¢f/0’ es el  factor de
amorfiguamiento  critico o  razén  de
amortiguamiento viscoso, asi € ~Em' y

=n,(x )[041Lsenf?] 50 Z041Ln,(x,) x 2

e e

i D
¢/m=20"€. El trmino C depende de las

propiedades fi sicas del material y de las
estructurales sistema. Resulta

=(r/oo)o; /2)

ﬁ'ecuencm amortiguada de las oscilaciones

libres entonces:
2 2 2
= ,/m,.j -5 =0, J1-E] .

factores son relativos a los modos principales.

Si (0.'- es la

Estos
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12. SIMBOLOGIA

a = distancia entre columnas en sentido
longitudinal
B = rigidez a flexién de la losa
CY= rigidez dindmica de un marco en el nivel
k y el i€simo modo
C;(']= rigidez dinimica de los muros en el
nivel & y el i-ésimo modo
¢ = coeficiente de amortiguamiento
¢ = velocidad de la onda de propagacion
sismica
E = modulo de elasticidad del material de la
estructura
E'= médulo de elasticidad corregido del
material de la estructura

F(y) = funcién sismica dependiente de las
propiedades del suelo

f J.(t) = funcién del tiempo

f, = fuerza de inercia en el nivel k

g, = factor de participacién modal

h = coeficiente de amortiguamiento histerético
I, = momento de inercia de la losa respecto a
un eje perpendicular a su plano

KY = rigidez dinimica total de los marcos en
el iésimo modo

k = coeficiente de reduccién del médulo

k = vector
referencia

k_ = coeficiente sismico
L = longitud del edificio

L = coeficiente de participacion

base unitario del espacio de

M" = masa generalizada

m, () = funcién masa por unidad de longitud
m,, = masa equivalente

PJ.(I) = funcion del tiempo

P = nimero de marcos

q, = carga distribuida longitudinalmente en el
nivel k

Q, = cortante en la base



HERRERA: Anilisis Espacial de Edificios 39

R(xk, W l) = fuerza restauradora eldstica o/no
de los marcos

S(x, ; y,t) = fuerza eldstica restauradora de la
losa

X,(x,) = magnitud del desplazamiento de la
configuracion del modo i-ésimo de los elementos
verticales de apoyo

Ed,g\,,i = funciones scudo-espectrales
espaciales

§;,8;,8; = funciones seudo-espectrales
espaciales

$,,8,,8, = funciones seudo-espectrales

S,I(Jc,r A t) = fuerza sismica en el nivel & en el
modo if

5;(%,.)

modo if
f,T = variable tiempo

{ = parimetro temporal

K(}’) = funcién de forma
longitudinal

v (t) = desplazamiento sismico del suelo

= fuerza sismica en el nivel & en el

en el sentido

T JT.( y) = coeficiente de forma espacial

y) = coeficiente de forma espacial

i =

‘l:(y) = coeficiente de forma espacial

v, (f ) = funcion de la excitacion sismica

r

0;,0;

0, = frecuencia de oscilacion lineal no amortiguada

o, = frecuencia de oscilacion del suelo

Ing. Rodolfo Herrera J.
Profesor emérito
Universidad de Costa Rlca
Apdo. 106-2050 Co
_finall. rodolfoh@s&l.Rrﬂ’C‘SA.co.cr
+Cr .

Vv, (t) = aceleracion sismica del suelo

v = funcion desplazamiento absoluto del nivel &
v, = funcion desplazamiento del suelo

= funcién desplazamiento relativo del nivel &
= funcién desplazamiento relativo de la losa
X, ) funcién aceleracién absoluta
= carga total del edificio
Bj ,B,,B! = coeficientes dindmicos
= factores de amortiguamiento histerético
elementos  verticales

%: mlg,ﬂ;:ce

las losas y
respectivamente

G, = razon de rigideces de marco

K K, coeficientes  caracterizando
propiedades del suelo

€;, € = coeficiente de amortiguamiento

n,,(x,r ); N = funcién de forma en el sentido
vertical
K ; = coeficiente geométrico

€&

= factor de amortiguamiento critico

= frecuencias de oscilacion de la estructura amortiguadas o no, respectivamente

g D piits Uhite & Bos
5(,‘ P





