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ANALISIS ESTADISTICO DE DATOS CATEGORICOS
ORDENADOS

BREDA MUNOZ"

Resumen

Se propone un modelo para datos de panel categéricos ordenados utilizando el
supuesto de un proceso estocéstico subyacente de Markov, continuo en el tiempo y
de espacio discreto. La estimacién de la matriz de transicién tridiagonal estabiliza la
implementacion del método de maxima verosimilitud. La estimacién de las tasas de
intensidad es muy natural.

Abstract

Ordered categorical panel data is modeled assuming an underlying continuous-time
finite-space Markov chain. The tridiagonal form of the intensity matrix renders the
implementation of the maximum likelihood method more stable numerically. The inten-
sities describe rates of transitions between adjacent categories producing a very natural
interpretation.

1. Introduccion

Los analisis de mediciones repetidas de una variable categérica pueden clasificarse en
1. modelos de transicién los cuales modelan las probabilidades de transicién.
2. modelos marginales, los cuales modelan las probabilidades marginales.

En el caso del modelaje de las probabilidades de transicién se han propuesto diferentes
modelos. Anderson y Goodman (1856) introdujeron el uso de las cadenas homogéneas de
Markov de orden mayor o igual a uno. Un inconveniente que presentaron estos modelos
es la estimacion de un sinnimero de parametros. Por ejemplo en el caso de una Cadena
de Markov de primer orden con K categorias, es necesario estimar K (K — 1) pardmetros.
Obsérvese que conforme aumenta el nimero de categorias aumenta el nimero de parametros
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a estimar. Ademadss la incorporacién de covariables al modelo no resultaba en una forma
accesible.

Otro intento para modelar las probabilidades de transicion se atribuye a Gottheen
y Pruscha (1992). Adaptando un método sugerido por McCullagh (1980), modelaron las
probabilidades de transicién acumuladas e introdujeron covariables en el analisis. La imple-
mentacion de este tipo de modelo requiere la especificacién de una matriz de probabilidades
de transicién, la cual es usualmente especificada de manera subjetiva por el investigador.

Kalbfleish y Lawless (1985) analizaron un panel de datos categéricos asumiendo un
proceso de Markov continuo pero con un espacio de respuesta discreto. La teoria de pro-
cesos estocdsticos senala que la matriz de intensidades de transicion determina la matriz
de probabilidades de transicién. Estos autores sefialaron que en algunos casos la matriz
de transicion tiene una estructura muy simple por lo cual su parametrizacién requiere un
numero pequeno de pardametros. Ademads la incorporacién de covariables es posible via una
funcién de enlace determinada por el investigador. Este modelo no considera, sin embargo,
datos categéricos ordenados.

El modelo que a continuacién se presenta, se basa en el que propusieron Kalbfleish y
Lawless (1985). En él se asume, que existe una cadena de Marko subyacente y continua en
el tiempo, y que por lo tanto, las tinicas transiciones directas posibles ocurren entre cate-
gorias adyacentes. Esto determina una matriz de intensidades tridiagonal, con K categoias,
implicando que sélo 2(k — 1) pardmetros deben ser estimados. Se asume ademds que poste-
riormente a la aplicacién de una transformacién apropiada (por ejemplo, la transformacién
logaritmica), el vector de pardmetros de intensidad resultante, es una funcién lineal de las
covariables.

La ventaja de considerar una matriz de intensidades de forma tridiagonal, radica no
sélo en la reduccién del nimero de parametros, sino también en la implementacién de los
estimadores de Méxima Verosimilitud (MLE), los cuales resultan més estables que en el caso
de matrices de intensidad de formas mas generales. Otra ventaja del modelo propuesto, es
el hecho que las intensidades estimadas describen las tasas de transicién entre categorias
adyacentes y estas 1ltimas tienen una interpretacién bastante natural.

Se pretende modelar y analizar cierto tipo de variables obtenidas de experimentos natu-
rales o controlados, las cuales son medidas en forma repetida en el tiempo, y toman valores
de un espacio de respuestas categérico, finito, y ordenado. Sin pérdida de generalidad, asuma
que las categorias se denotan por 1,---, K y que los sujetos son muestreados en las unidades
de tiempo ,---,T.

2. El modelo

Para cada individuo en la muestra, la variable respuesta Y (), conforma una serie de
tiempo categorica. Generalmente también se registra un conjunto de covariables para cada
individuo. En la practica, las covariables se pueden clasificar en

1. estaticas y especificas del sujeto, como sexo, estado civil e indicadores de pertenencia
a clases o grupos sociales.
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2. dinamicas y comunes a todos los sujetos, como las variables utilizadas al modelar
tendencias, efectos periddicos y efectos de intervencion en series de tiempo.

Usualmente, las covariables de caracter sujeto especificas son variables discretas, y por lo
tanto estratifican la poblacion de interés. Dentro de cada estrato la poblacién es homogénea
y por ende expuesta a los mismos riesgos.

Como se ha senilado previamente, la variable respuesta es observada en un conjunto finito
de unidades temporales, sin embargo es posible considerarla como un proceso continuo en
el tiempo.

El ordenamiento de las categorias restringe la transiciéon de la variable respuesta a
categorias adyacentes. De esta forma, en la categoria més baja (mds alta), la transicién
unicamente ocurre hacia la derecha (la izquierda). Sin embargo, es posible que la variable
respuesta en dos unidades de tiempo consecutivas sea observada en categorias no adya-
centes, esto es explicable por el hecho del supuesto de un proceso estocdstico continuo en el
tiempo, el cual permite la posibilidad de transiciones no observadas en medio de dos puntos
muestrales.

La mayoria de los datos disponibles son presentados en forma agregada, como por ejem-
plo mostrando las frecuencias de las transiciones. Esto justifica, por lo tanto, la importancia
de determinar las probabilidades de transiciéon entre categorias.

Asumamos en el desarrollo de la teoria que sustenta el modelo, que las probabilidades son
condicionadas en las covariables y que éstas son constantes entre dos instantes consecutivos

del tiempo.
Para facilitar la notacién se omitiran las covariables.
Defina
puv(s,t) = Pr(la respuesta es observa en la categoria v en el instante t

dado que fue observada en la categorfa u en el instante s)
= Pr(Y(t)=v|Y(s) =u)

Las probabilidades de transicion son determinadas por las tasas de intensidad de tran-
sicion en intervalos muy cortos de tiempo:

Pup(t,t + At) = qupAt + o(At) u#v (3,1)
Pun(t,t+ At) = 14 quuAt + o(At) (3,2)

donde gy u,v € {1,---, K}, u # v son constantes no negativas Entre més alto sea el valor
de qun, mas alta es la probabilidad de transicién de la categoria u a la categoria v, en
un periodo corto de tiempo. Asumamos que las g, son constantes. En la pratica las qu,
dependen de las covariables y son por lo tanto constantes a trozos. Es posible demostrar
que

Quu + Eu;ﬁv Quv = 0

= Quu = — Zu;év Quu-

Asumiendo que las ecuaciones (3.1) y (3.2) son vélidas para todo ¢, y denotando:

Pun(t) = Pr(Y(t) = v[Y(0) = u)
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se obtiene:
Py (t) = Zr Pur(t)gro(t)

lo anterior expresado en notacién matricial es:
(3.3)

donde la entrada (u,v) de P(t) es py, y la entrada (uv) de Q(t) es gu,. Esta ecuacién es
conocida como la ecuacién de Chapman-Kolmogorov. La condicién inicial es P(0) = I. Es
posible demostrar sin dificultad lo siguiente:

P(t) = ¥

donde se cumple que para cualquier matriz cuadrada M es valido:

M=3, %

Si M es diagonalizable, entonces M = HAH™! donde A es una matriz diagonal y H
es la matriz con j-ésimo vector columna igual al vector propio correspondente al j-ésimo
valor propio de M, el cual es la entrada (j,j) de A. Entonces eM = HeAH !, donde e®
es una matriz diagonal con entrada (j,j) igual al exponencial de la entrada (j,j) de A. Se
refiere a los lectores a Cox y Miller (1968) para una introduccién de las cadenas de Markov
continuas en el tiempo y pruebas de los resultados precedentes.

El ordenamiento de las categorias implica que la cadena continua de Markov solamente
transita entre categorias adyacentes, resultando una matriz de intensidades de transicion
tridiagonal Q

[ —q12 q12 0 0 0 0 i
21  —q21 — Q23 q23 0 0 0
Q= : : :
0 0 0 qK-1,K-2 —qK-1,K-2 —qK-1,K GqK-1,K
| 0 0 0 0 4K, K—1 —qK,K-1 |
Defina
q= (912,623, 4K -1,K, 42,1, 43,2, " * * » AK,K—1)-

Asuma una funcién de enlace h que satisface

donde la funcién h es evaluada en cada entrada del vector q. Sea X(¢) una matriz
2(K — 1) x p dimensional, de funciones de las covariables y 6 un vector p x 1 dimensional
de pardmetros desconocidos. Se usard para la presentacion del modelo la transformacién
logaritmica.
Ecuacién (3.3) y el supuesto de una cadena de Markov implican que la entrada (u,v)
de P(t,t + 1) satisface
P(t,t+1) = (3,4)
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donde P(t,t+1) es igual a py,(t,t+1). En la practica la matriz X puede ser sujeto especifica
y constante a trozos, en vez de constante como se esta asumiendo en este articulo. Para estos
casos mas generales, donde Q es reemplazada por Q(t,0), el valor que la matriz obtendria
en el instante ¢, atin es vélida la ecuacién (3,4) . Observe que por simplicidad se ha omitido
el indice que indica al sujeto.

La estructura tridiagonal de Q permite la diagonalizacién de (Horn E. y Johnson, 1985).
Esto permite que la matriz P(¢,¢ + 1) sea facilmente calculada. Observe que cuando los
valores de q,,,s son pequetios, P ~ I+ Q donde I es la matriz identidad. Esta aproximaciém
permite obtener valores iniciales para la implementacién del método MLE.

3. Implementacion del MLE

Para el caso general de la matriz Q, Kalbfleish y Lawless (1985) presentan una imple-
mentaciéon del MLE via el método de aproximacion de Fisher.

El procedimiento serd bosquejado a continuacién para el caso de covariables dinamicas
comunes.

En este caso las matrices P(¢,¢ + 1) son las mismas para todos los individuos de la
muestra. Suponga que una muestra aleatoria de tamanio N es observada en 7' instantes
sucesivos en el tiempo.

Sea ny, ,(t,t + 1) el nimero de sujetos que estédn en la categoria u en el instante ¢ y en
la categoria v en el instante j. La funcién de verosimilitud condicionada en la distribucién
muestral observada en el instante 1 es:

L(e) = 31:_11 Zi{,vzl puv(t, t+ 1)nu’u(t7t+l)

= 1(0) =log(L(0)) = tT=_11 ngzl 10g(Du (t,t + 1))y (t, 1 4 1)

ol(e T-1 K Ny (E,t+1) Opyo(tt+1 .

8éj) = Zat=1 Zu,v:l puugt,t—l—l; £ 8(0j ) j=1,--- 2K

Kalbfleisch y Lawless (1985) desarrollaron una expresion para %ﬁm 7 =1,---,2K
basada en la expansiém en series de eQt. La expresién para las derivadas parciales propuesta
aqui estd basada en la ecuacién de Kolmogorov (ver (3.3))

AP (t,t+1 _
%:P(t,t—kl)HVH L (4,1)

donde

_10Q(t,0)
_ 1
V =GH 26, H

y G es la matriz con entrada (i, j) igual a

1
( / e(_’\”’)‘f)tdt)
0

donde los \s son los valores propios de Q(t,t + 1) y H es la matrz donde el ith vector
columna es el vector propio correspondiente al i*" valor propio de Q. Es posible derivar la
equacion (4.1) a través de andlisis rutinario por lo que su prueba se omite.
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La implementacién de las segundas derivadas parciales es de la siguiente forma :

921(0) N (8,241) 0%pyy (t,241) Mo (t,t41) Opuw(t,t+1) Opuo(t,t+1)
00,00, Et 1 Zu =1 puy(t,t+1) 960,00, Zt 1 Zu v=1 p2 (t,t+1) 00; 09,

Kalbfleisch y Lawless (1985) approximaron la matriz Hessiana por su valor esperado.
Aqui la matriz hessiana es obtenida al omitir el primer término en la férmula precedente.
La prueba de la razén de verosimilitud y la del estadistico de Pearson para la bondad de
ajuste tienen distribucién asintética Chi-cuadrado, con SK (K — 1)-dimensién () grados de
libertad, donde S es el nimero de estratos , K es el nimero de categorias y 6 es el vector
de pardmetros. El método MLE fue implementado usando la funcién ms del Splus.

Conclusion

La reduccién del niimero de parametros a estimar, y por ende, el aumento en los grados
de libertad, es uno de los logros del modelo propuesto. Por otro lado, no es dificil probar
la convergencia asintética del estimador de méxima verosimilitud al verdadero parametro
poblacional; esto proporciona una forma de evaluar de las estimaciones obtenidas. La apli-
cacién de este modelo a la estimacion de las probabilidades de transicién de variables
categoricas ordenadas, requiere del conocimiento profundo del marco tedrico en el cual
se sustenta el modelo observado. Esta metodologia es aplicable a tablas multidimension-
ales siempre que el supuesto de transicion ascendente o descendente se mantenga. También
puede ser utilizado para estimar tablas de movilidad.
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