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ALGUNOS ASPECTOS DE MORFISMOS K -FINITOS
EN TOPOS ELEMENTALES

OsvALDO AcuNal

Resumen

En este articulo se estudian condiciones para que un morfismo f: X — Y en un
topos E sea K—finito. Se construyen algunos contraejemplos.

Abstract

In this paper we study conditions under which morphims f: X — Y are K—finite
in a topos E. We construct some counterexamples.

1 Introduccion

En el presente articulo probamos que un morfismo f:Y —X de un topos elemental E es
Kfinito si Y es un objeto K—finito y X es decidible. Se dan contraejemplos mostrando
que las hipotesis, tanto de K—finito para Y como decidible para X, son necesarias. En el
proceso de encontrar uno de los contraejemplos se prueba un interesante teorema que dice:
siYCX ﬂ:::Z es un coproducto fibrado de la inclusiéon de un subobjeto Y en X, entonces
m = [m,me]: X + X — Z es K—finito si y sélo si Y tiene complemento en X. También se
caracterizan los monomorfismos K—finitos en FE.

El lector no familiarizado con la teoria de los topos, puede pensar que un topos E
es una categoria generalizada de conjuntos donde, subconjuntos de conjuntos dados no
poseen necesariamente complementos. Un excelente libro sobre el tema es, por ejemplo,
el libro de P. T. Johnstone [3].

Como en conjuntos, todo topos E posee un lenguaje en el que podemos hacer afirma-
ciones sobre morfismos y objetos de E; mas ain, podemos probar teoremas y dar defini-
ciones sobre ellos en F. Esta légica asociada a un topos es de cardcter intuicionistico; en
particular el axioma del tercero excluido no es necesariamente valido.

Cuando usemos el lenguaje del topos E, pondremos el simbolo “[=" al frente de nuestras
deducciones y definiciones.
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2 Desarrollo

Definicién 1 Una categoria F es llamada un topos elemental si:

(i) E tiene todos los limites finitos. (Esto es equivalente a decir que E tenga productos
fibrados y objeto terminal 1).

(ii) E es cartesianamente cerrada, es decir para cada objeto X de E tenemos un functor
exponencial (—)%: E — E, el cual es adjunto derecho del functor (—) x X: E —F .

(iii) E tiene un clasificador de subobjetos, es decir un objeto 2 y un morfismo t: 1 — Q
(llamado verdad) tal que para cada monomorfismo o:Y — X en F, existe un tinico
morfismo x,: X — § (la funcién clasificadora o caracteristica de o) tal que:

Y

o * t

X Q
Xo

es un producto fibrado, 1 es el objeto terminal de F.

Observaciéon Si E es un topos y X un objeto de E, sea /X la categoria cuyos objetos
son los morfismos h:Y — X y cuyos morfismos son los tridngulos conmutativos de la
formas:

Entonces E/X es un topos también.

Nota

(a) Sio:Y — X es un monomorfismo en E'y x,: X — 2 es la funcién caracteristica de
o. Entonces como 1 x X ~ X, podemos suponer que x,:1 x X —£. Por lo tanto,
por la propiedad (ii) de la definicién de un topos, xy:1 x X —Q corresponde a un
tinico morfismo 1 — QX el cual denotamos por la! o simplemente Y1 cuando no
hay ambigiiedad.

(b) Denotemos por ¢ el objeto inicial de E, es claro que para todo X objeto de E existe
un tnico morfismo ¢ — X, el cual es monomorfismo.

(c) Sea Xa: X x X — la funcién caracteristica de la diagonal A: X — X x X. xa
corresponde a un tnico morfismo X — Q¥ que denotamos por {-}y: X — QX.
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Definiciéon 2 Sea F un topos.

(a) Si X es un objeto de E, denotemos por K (X) el subobjeto més pequeiio de Q¥ que
satisface las siguientes propiedades:

(i) {}x: X — QX se factoriza a través de K(X) o equivalentemente = x €
X = {}x(x) ={z}x € K(X).
(ii) Tpl:1— QX se factoriza a través de K(X) o simplemente = ¢! € K(X).
(ii) F a,b € K(X)=aUb € K(X), es decir K(X) es cerrado bajo uniones

binarias.

(b) X objeto de E se dice ser K-finito si [ X1:1 — QX se factoriza a través de K(X) o
equivalentemente = X1 € K(X).

(¢) Un morfismo f:Y — X se dice ser K—finito si f es un objeto K—finito de E/X.

(d) Un objeto X de E es decidible si la diagonal A: X — X x X tiene complemento en
X x X o equivalentemente

EryeX=z=yVz#uy.

Nota Como en la parte (a) de la definicién anterior podemos definir K (X) como al
subobjeto mas pequefio de Q¥ que satisface tinicamente (i) y (iii) de la parte (a) de la
definicion 2.

Es conocido (proposicién 6.3 de [2]) que

1 >J>K(X) —< KT(X)

es un diagrama de coproducto, K (X) es claramente un subobjeto de K (X).

Proposicion 1  Sean f:Y — X un morfismo de un topos E, Y objeto K—finito y X
objeto decidible de E. Entonces f es un morfismo K—finito de E.

Prueba Considere el diagrama conmutativo.

f71

QX QY

{}

X 29X oY K(Y)

El tridngulo a la izquierda conmuta porque es X decidible (proposicién 3.3. de [1]),
el tridngulo a la derecha conmuta, ya que Y es K-finito (proposicién 3.1 de [1]) y el
rectdngulo central conmuta por propiedades bésicas de f~!. Por lo tanto f~!o {-} se
factoriza a través de K(Y') y por el Teorema 3.28 de [1], f es K—finito. O
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Proposiciéon 2 Sea i: X’ >— X es un monomorfismo en un topos E. Entonces i es un
morfismo K—finito si y sélo si i: X' >— X como subobjeto de X tiene complemento.

Prueba

(<) Sii: X' >— X tiene complemento j:Y’>— X entonces en el topos E/X, 1x
(objeto terminal de E/ X)) es la suma directa de i con j, como 1x es K—finito, la proposicién
3.3 de [1] garantiza que i es K—finito en E/X, es decir i: X’ — X es un morfismo K—finito.
(=) Sea i: X’ — X monomorfismo K-finito. Considere el siguiente diagrama conmu-
tativo.

X {}x 0
g |
X QX —— = K (X))
i i
Y’ 1

j esté definido en el producto fibrado del rectdngulo inferior. Como i es K—finitoi~to{-}x
se factoriza a través de K(X'). El rectdngulo superior es claramente conmutativo, més
aun es un producto fibrado, ya que si el diagrama siguiente

h
7 2

. |

X Ty O K(X')

conmuta, entonces

= Veez ha(2) = iy ({h(2)}) = {y € X'/iy) = h(2)}.

Como = V.cz ha(z) #! ¢! e i es un monomorfismo, tenemos que existe un tinico morfismo
t: Z — X' tal que:

= Viez (ha(2) = {t(z)}xr A i(t(2)) = ha(2)).
Por lo tanto hg = {-}x/ ot yiot = hy.
[l
Por otro lado como K*(X)>— K(X) <?1 es un diagrama de coproducto, por uni-

. ) j .
versalidad de los productos fibrados debemos tener que el diagrama Y’ >— X «— X' es
también un coproducto y entonces i: X’ — X tiene complemento. O

Nota Si Z es un espacio topolédgico T, no discreto y E es el topos de los haces sobre Z,
sabemos por el corolario 1.4 de [4] que existe un monomorfismo i: X’ —1 que no tiene
complemento y por el resultado anterior ¢ no es un morfismo K—finito. Es conocido que
1 es decidible en todo topos, luego X’ no puede ser K—finito por la proposicién 1. Por lo
tanto la hipétesis de K—finito para el dominio de f no puede ser removida de la proposicién
1.
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Proposicion 3 Sean h: X — Y y k:Y —Z dos morfismos K—finitos en un topos FE.
Entonces ko h: X —Z es un morfismo K-finito.

Prueba Considere el siguiente diagrama

Como k, h son morfismos K—finitos existen morfismos 4,7 tinicos tales que los siguientes
diagramas conmutan

, (}z o -1 o v {}v Qv Bt o
K(Y) K(X)

En particular los diagramas (a) y (¢) conmutan. El diagrama (b) conmuta ya que imégenes
de un objeto K—finito son K—finitas. (d) conmuta ya que la unién de familias K—finitas
de objetos K—finitos es K—finita. (e) conmuta por functorialidad de la imagen inversa.
Para probar la conmutatividad del diagrama (f), considere las siguientes implicaciones
para Y/ C Y, variable de tipo QY:

EUo3hto3({y)(Y) = Uo3(hto{}y)(Y)
= U({h~'({a})/aeY"})
{r € X/Auey z€h *{a}y)ha €Y'}
{x € X/3uey h(z) =aNa €Y'}
= {zeX/h(z) €Y'}
= h Y.

Por lo tanto Uo3h ™! odfy, = h~!', es decir el diagrama (f) conmuta. Concluimos entonces
que (koh)~to{-}; se factoriza a través de K (X), entonces ko h: X —Z es un morfismo
Kfinito. O

Definicién 3 Sea X un objeto en un topos E e i: X’ >— X un monomorfismo. Considere
el siguiente coproducto fibrado
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X>—t—sx

i o

X Q
Ust

Sea = [m,m]: X + X — Q.
Proposicién 4 Para todo objeto X de un topos E e i: X’ >— X monomorfismo, se tiene

que m: X + X >— @ es un morfismo K—finito si y sélo si i: X’ — X tiene complemento.

Prueba Suponga que m: X + X —Q es K-finito, como la inclusion i;: X — X + X
es Kfinito, por proposicion 3, m; = moi1: X — @ es K-finito. Como los morfismos
K-finitos son estables bajo productos fibrados, entonces dado que:

X' i X
i ™
X—— Q

es un producto fibrado también, siendo m; K—finito, lo debe ser también i: X’ — X y por
la proposicién 2, i: X’ — X tiene complemento en X.
Reciprocamente, suponga que 7: X’ >— X tiene complemento —X’ en X.

SiX L X+ X <2 Xesun diagrama coproducto, defina ¢, ¢h: X — QXX tal que:

= (ql=X)(s) ={ir(s)}, (a1l X7)(s) = {ia(s)} U {ia(s)} ¥
= (gal=X")(s) = {ia(s)}, = qalX'(s) = {ia(s)} U {ia(s)}.

Existe un tnico ¢’: X + X — XX tal que el siguiente diagrama conmuta:

X
q
ill
ql
X+ X QX+X

Sea @' la imagen de ¢/, entonces las imdgenes de ¢} y ¢} estdn contenidas en Q' y
podemos suponer que el codominio de ¢}, ¢5, ¢’ es Q. Por definicién de ¢/, Q' es la unién
de las imagenes Q] y Q5 de ¢} y ¢, respectivamente y as{ tenemos que:

E te@Q = teQ) Vteq),
= (Fsex t =q1(5)) V (Fsex t = 5(5))
= (Fsex t={i(s)} vV t ={i1(s),i2(s)})
V(Jsex t = {ia(s)} vV t = {ir(s),i2(s)}).
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Por lo tanto
EteQ = Joex((t = {i1(s)}As € ~X")WV(t = {iz(s)}As € “XA(t = {i1(s),i2(s)}As € X')).

En particular @’ es la unién disjunta de Q] y la imagen de gh|—X'.
Probaremos a continuacién que el morfismo ¢: X + X — @’ es K-finito. Primero
probamos que:

FseX = () ({als)}) S {als)}

Considere:
E ote(@) ' ({us)}) = ) = {ia()} Adgex(t = ir(s)) Vit = ia(s'))
= Joex((d () = {ir(s)} At =1(s) V (¢ (t) = {ir(s)} At = ia(s)))
= Jyex(d'(t) ={i(s)} At =1i1(s) V (g2(s') = {ir(s)})
= Jyex((d'(®) ={i(s)} At =1ir(s") vV ({ia(s") } = {in(s)} Vv {in(s), i2(s") } = {ir(s))})
= Joex((¢'(t) ={ir(s)} At =1i1(s")) V (in(s) = ia(s") Vir(s) = ia(s)))
= (Gyex(d' ) ={ir(s)} At =1i1(s)) V Teex(ir(s) = i2(s") V Tyexir(s') = ia(s)
=  (eex (@) ={ir(s)} At =1i1(s"))) V falso V falso
= Jeex(d'(t) = {a(s)} At =1i1(s))
= Jeex({ir(s)} = {in(s)} vV {ir(s), i2(s")} = {ir(s)}) At =i (s)
=  Jyex(s' =sVii(s) =ia(s)) At =i1(s)
= Jyex(s' =sAnt=1i1(s)) V falso
= Jyex(s=sAt=1i1(s))
=  dyex(t =1i1(s))
= t=1(s)
= te{i(s)}

Por lo tanto =t € (¢') " ({i1(s)}) As € X =t € {i1(s)}, es decir

FseX = () ({ils)}) € {ia(s)}-

Similarmente probamos que = s € X = (¢/)"({i2(s)}) C {i2(s)}. Luego tenemos

que:
s e XA () ({is),i2()}) = (@) ({in()H) U (@) ({ia(s)})
= () ({ia(s),i2(5)}) < {ia(s)} U {aa(s)}-
y entonces
s e X = (¢)7 ({ia(s)i2(5)}) C ({in(s),i2(s)}-

Por otro lado como ¢’ 0 i1 = ¢}, tenemos

E se-X = q(ia(s) = g(s) As €X'
q'(i1(s)) = {ir(s)}
i1(s) € (¢) " ({ir(s)})
{i1(s)} € (@) ({ar(9)}).

—
—
—
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Entonces |= s € - X' = {i1(s)} C (¢) "' ({i1(s)}).
Similarmente se prueba que = s € =X’ = {i2(s)} C (¢) " ({ia(s)}).
Por otro lado, de la definicién de ¢’ tenemos que

F oseX = (d)ls)) ={ir(s),i2(s)} A ¢ (ia(s)) =
= i1(s) € (¢) 1 ({ir(s),42(s)}) Aia(s) € (g
= {ir(s),i2(s)} € (@) ({in(s),2(s)})

luego = s € X' = {i1(s),42(s)} C (¢')"*({i1(s),42(s)}). Por lo tanto concluimos que
s €X' = (¢) ({irs),ia(s)}) = {ia(s)ia(s)} ¥
s €X' = (¢) ' ({ir(s)}) = {ir()) A ()" ({ia(s)} = {iz(s)}-

Podemos probar ahora que ¢': X + X — Q' es un morfismo K—finito

{i1(s),42(s)}
)7 {ir(s),42(s)})

E te@ = ix((t={ir(s)}Ase-X)V(t=/{ia(s)} Nse-X)
V(t = {ii(s),i2(s)} As € X)
= ex ()'O)=tV() W) =tV ()T =) Ate K(X +X)
— ()7't)=tArte K(X +X)
= (¢)7'(t) € K(X + X).

Luego E Vieqr(t € Q' = (¢/)71(t) € K(X + X)), por lo tanto ¢: X + X — @’ es un
morfismo K—finito.
Para probar que g es K—finito es suficiente demostrar que el siguiente diagrama:

X' i X

. !
7 a2

X Q'
q

es un coproducto fibrado, ya que podriamos tomar 7 por ¢’ y como ¢’ es K—finito lo seria
también 7.
Considere el siguiente diagrama conmutativo,

X' i X

i f2

X

Rz

tenemos entonces que fi|X’' = fo| X'. Si Q) es la imagen de ¢} y Q5 es la imagen de
¢4|= X', sabemos que Q' es la unién disjunta de Q] y Q5.
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Defina ji: Qf — Z y jo: Q4 — Z tal que = jix(q(s))

= fk(s) para k= 172 j17j2

estan bien definidas ya que ¢/, ¢4 son monomorfismos.

Sea j: Q' — Z tal que j|Q) = j1 v j|Q4 = ja.

Queremos probar que jo¢) = fi1y

jody = fa
E Joaq(s) = jlai(s))
= fi(s),
luego j o ¢} = f1. Por otro lado
E seX'vse-X' = seX' V(g(s)eQinse-X')
= s€ X'V (j(a(s)) = fa(s))
= (fi(s) = fa(s) As € X) V j(ga(s)) = fa(s)
= (f1(s) = fa(s) N di(s) = qa(s)) V i(aa(s)) = fa(s))
= (J(q1(s)) = j(ar(s)) A fi(s) = fa(s)) V j(aa(s)) = fa(s)
= (fils) =J(a1(s)) A j(qi(s)) = j(da(s)) A fi(s) = fa(s))
Vf(da(s)) = fals)

= (fa(s) =J(qa(s)) V (f2(s) = f(qa(s))
= fals) = j(da(s)).

Como | s € X' Vs e -X' tenemos que. = VSGX fa(s ) —j(qé(s)) luego j o ¢h = fo.

Debemos probar la unidad de j. Sij o¢] =
E Vsexr J'(qi(s)) = fils) v 7'1Q1 = jlQI-

fiyjog=
Por otro lado | Vse—_x/ j(

f2 con j': Q — Z, entonces

0(s)) = fals) ¥

7'1Q5 = 7]1Q%. Asi tenemos j = j' y entonces el diagrama

X/ 3

X

/

q1

/

qs

QI

satisface la propiedad universal de coproducto fibrado, concluyendo esto la prueba de la

proposicién 4. O

Nota

Sea E el topos de hases sobre un espacio topolégico Z, T, no discreto. Sea X

objeto K—finito de F y i: X’ >— X, subobjeto de X sin complemento (ver corolario 1.4
de [4]), entonces el morfismo 7: X + X —(Q) correspondiente no puede ser K—finito por el
teorema anterior. Sin embargo X + X es K—finito, 7 es un epimorfismo y por proposicién
1, @ no puede ser decidible. Por lo tanto la hipétesis decidible para el dominio de f de la
proposicién 1 no puede ser suprimida, m: X + X —(Q es un contraejemplo.
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