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un análisis factorial de la asociación
disimétrica entre dos variables cualitativas

Rafik Abdesselam1 – Yves Schektman2

Resumen

Los “coeficientes de asociación relacionales” disimétricos son presentados. Las me-
didas de estos coeficientes se expresan en términos de inercias en el espacio de individ-
uos provisto de un “producto escalar relacional”. Esta visión geométrica y mecánica
de las asociaciones permite sintetizar y extender los métodos clásicos de análisis de
datos, basados en la búsqueda de momentos principales de la nube de individuos, y
permite proponer nuevos métodos. Para analizar la asociación disimétrica entre dos
variables cualitativas, aśı como la determinación de los momentos principales y las
representaciones gráficas, proponemos un análisis factorial aplicable a una familia de
coeficientes de asociación disimétricos, incluyendo al tau de Goodman–Kruskal y sus
extensiones: tau ponderado o equiponderado. Este análisis afina los resultados del
análisis propuesto por D’Ambra y Lauro, y ofrece un campo de aplicación muy vasto.
Además, es interesante notar que se encuentra el Análisis Factorial de Corresponden-
cias de J.P. Benzécri, si se aplica este análisis al cuadrado medio de contingencia de
Pearson. Se presenta un ejemplo sobre datos simulados.

Palabras–clave: Análisis factorial, distancia relacional, coeficiente de asociación simé-
trica y disimétrica, cuadrado medio de contingencia de Pearson, cociente de correlación,
correlaciones canónicas, tau de Goodman–Kruskal, coeficiente de Stewart–Love.

Abstract

Asymmetrical “relational association coefficients” are described. Measurements of
these coefficients are expressed as inertia in the individual–space with a “relational
inner product”. This geometrical and mechanical point of view on associations anal-
ysis, leads to a synthesis, an extension, of classical data analysis methods, based on
the research of principal axes of a configuration of points, and to new methods. We
propose a factor analysis fitted to a family of asymmetrical association coefficients be-
tween two qualitative variables, including the Goodman–Kruskal tau and its weighted
or equally weighted extensions. This analysis improves results proposed by D’Ambra
and Lauro, and gives a wide scope of applications. Besides, it is interesting to note
that Correspondence Factor Analysis is obtained by applying the proposed analysis
to the symmetrical Pearson’s mean square contingency association coefficient. One
example on simulated data is described.
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1 Introducción – Notaciones

Se trata de analizar la asociación disimétrica “x explica y”, donde x y y son dos variables
cualitativas que tienen respectivamente p y q modalidades. Para ello, se define un análisis
factorial que describe la “forma de la asociación”, medida por un coeficiente escogido en
una familia infinita de coeficientes de asociación disimétricos, que contienen al tau de
Goodman–Kruskal [12], denotado τ . Este análisis afina los resultados del Análisis No
Simétrico de Correspondencias propuesto por Lauro y D’Ambra [10, 14], y su campo de
aplicación es más vasto. Además admite, como caso particular, el análisis de la asociación
simétrica medida por el cuadrado medio de contingencia de Pearson, denotado φ2: por lo
tanto, es equivalente al Análisis Factorial de Correspondencias (AFC) [4].

Sea Ey = IRq el subespacio de los individuos, asociado por dualidad a las variables in-
dicatrices centradas de las modalidades de y, denotadas {yk/k = 1, . . . , q}. El conjunto de
los coeficientes de asociación disimétricos estudiados está en correspondencia biuńıvoca con
el conjunto de los productos escalares de IRq, es decir, el conjunto de matrices simétricas
definidas positivas de orden q. La expresión general de estos coeficientes se da en la sección
2.3: se mide la inercia de una nube en el espacio de individuos E = Ex⊕Ey provisto de un
producto escalar relacional [16], donde Ex = IRp es el subespacio de los individuos asociado
por dualidad a las variables indicatrices centradas {xj/j = 1, . . . , p} de las modalidades
de x. Presentaremos, en la sección 2, tres coeficientes: el tau de Goodman-Kruskal y sus
derivados.

Se recuerda que un producto escalar relacional en E provee una traducción, en términos
geométricos, de la estructura de las asociaciones observadas entre las variables {xj} y {yk}.
Los productos escalares relacionales son presentados suscintamente en la sección 2.3, ellos
están en el origen de los métodos propuestos, sobre todo en [1, 2, 5, 8, 11, 13, 20].

La definición y las propiedades del análisis factorial propuesto son presentadas en la
sección 3 y una aplicación sobre datos simulados es comentada en la sección 4.

Utilizaremos las siguientes notaciones:

• X(n,p) y Y(n,q) son las matrices de valores de las variables {xj} y {yk}, donde n
es el número de individuos, ponemos Vx = XtDX, Vy = Y tDY y Vxy = XtDY ,
donde D = 1

nIn es la matriz diagonal de los pesos de los n individuos e In la matriz
identidad de orden n;

• M es la matriz del producto escalar de referencia en E y My [respectivamente Mx] es
la del producto escalar del espacio, denotado Ey [resp. Ex], isomorfo al subespacio
del mismo nombre, v́ıa la inyección canónica denotada Iny [resp. Inx];

• Ny = {yi ∈ Ey/i = 1, . . . , n} [resp. Nx = {xi ∈ Ex/i = 1, . . . , n}] es la nube de
individuos asociada a Y [resp. X], está constituida por a lo sumo q (resp. p) puntos
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distintos que representan también a las modalidades de y [resp. x];

• g(y/xj) es la q–upla [(njk/nj·) − (n·k/n)/k = 1, . . . , q], donde nj· =
∑q

k=1 njk y
n·k =

∑p
j=1 njk, siendo njk el número de individuos que poseen las modalidades j

de x y k de y;

• Ng(y/x) = {g(y/xj)/j = 1, . . . , p} es la nube de los p puntos {g(y/xj)} en IRq;

• Dy [resp. Dx] es la matriz diagonal (de pesos) definida por [Dy]kk = n·k/n para
todo k (resp. [Dx]jj = nj·/n para todo j), donde de manera general [A]kl designa al
elemento de la k-ésima fila y de la l-ésima columna de la matriz A;

• D1/σ2
y

es la matriz diagonal definida por [D1/σ2
y
]kk = 1/var(yk) para todo k, que

también escribiremos D1/σ2
y

= diag[1/var(yk)], donde var(yk) es la varianza de yk;

• χ2
y = D−1

y [resp. χ2
x = D−1

x ] es la matriz de la distancia del chi–cuadrado en IRq

[resp. IRp].

Para simplificar las escrituras, se identificarán los vectores de los espacios Ex y Ey con su
imagen por inyección canónica. Además, para no sobrecargar la notación, se usarán los
mismos śımbolos para las matrices y las aplicaciones que les corresponden en el esquema
de dualidad [6]: aśı, el śımbolo χ2

y servirá para denotar al producto escalar o el isomorfismo
que le está asociado. Igualmente, el mismo śımbolo designará un vector y la matriz de una
columna de sus coordemadas en una base dada. Estos diferentes lenguajes serán utilizados
indistintamente según su comodidad.

Se notará que Ng(y/x) es la nube de la p leyes condicionales centradas de y sabiendo xj

(j = 1, . . . , p), y que su centro de gravedad, respecto a la matriz de pesos Dx, se confunde
con el origen de IRq.

2 Expresiones de algunos coeficientes de asociación disimé-

tricos

Tres enfoques son usados para dar las definiciones del τ y de sus derivados: al enfoque
geométrico permite introducir naturalmente los derivados del τ , los enfoques algebraico y
sobre todo el mecánico aportan las bases del método que proponemos.

2.1 Expresiones geométricas en el espacio de variables – Interpretación
estad́ıstica

Sea Qx(yk) la proyección ortogonal de yk ∈ IRn sobre el subespacio generado por las
{xj/j = 1, . . . , p}. Como

||Qx(yk)||2 =

p
∑

j=1

nj·
n

[

njk

nj·
− n·k

n

]2

y ||yk||2 =
n·k(n − n·k)

n2
, (1)
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entonces el tau de Goodman-Kruskal puede escribirse [19]:

τ(x; y) =

q
∑

k=1

||Qx(yk)||2/
q

∑

l=1

||yl||2 (2)

Entonces es razonable proponer las definiciones siguientes.

Definición 1 Tau ponderado:

τp(x; y) =

q
∑

k=1

n·k||Qx(yk)||2/
q

∑

l=1

n·l||yl||2 (3)

Tau equiponderado:

τep(x; y) =
1

q

q
∑

k=1

||Qx(yk)||2
||yk||2 . (4)

Los términos utilizados, especialmente para el τep, se justifican por las expresiones
siguientes que se deducen inmediatamente de las expresiones (2), (3) y (4):

• τ(x; y) =

q
∑

k=1

[var(yk)/

q
∑

l=1

var(yl)] r2[yk; {xj}]

• τp(x; y) =

q
∑

k=1

[n·k var(yk)/

q
∑

l=1

n·l var(y
l)] r2[yk; {xj}]

• τep(x; y) =
1

q

q
∑

k=1

r2[yk; {xj}]

donde r[yk; {xj}] es el coeficiente de correlación múltiple entre yk y los {xj/j = 1, . . . , p}.

Observación 1: si se desea usar un coeficiente de asociación disimétrica independiente
de las varianzas de las {yk}, entonces se podrá tomar τep; en el caso contrario se podrá
tomar τ ó τp. La utilidad de τp se pone en evidencia en la sección 4.

2.2 Expresiones algebraicas

Para medir la asociación disimétrica entre x y y, es razonable proponer la fórmula siguiente:

F (x; y) =

p
∑

j=1

nj·
n

q
∑

k=1

mk(y)

[

njk

nj·
− n·k

n

]2

con mk(y) ≥ 0. (5)

De la expresión (1) de ||Qx(yk)||2, se deduce que F (x; y) =
∑q

k=1 mk(y)||Qx(yk)||2; para
establecer la propiedad siguiente, bastará entonces usar (2), (3), (4) y la expresión (1) de
||yk||2.
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Propiedad 1

• F (x; y) = τ(x; y) si ∀k : mk(y) = n2/

q
∑

l=1

n·l(n − n·l)

• F (x; y) = τp(x; y) si ∀k : mk(y) = n2 n·k/
q

∑

l=1

n2
·l(n − n·l)

• F (x; y) = τep(x; y) si ∀k : mk(y) = n2/q n·k (n − n·k).

Observación 2:

a) En IRq provisto de la distancia My = diag[mk(y)], respecto a Dx, los tres coeficientes
anteriores tienen por valor la inercia, denotada I, de Ng(y/x) respecto al origen, o
incluso respecto a su centro de gravedad. En efecto, (5) se escribe:

F (x; y) =

p
∑

j=1

nj·
n

||g(y/xj)||2 = I[Ng(y/x)].

b) Si ∀k : mk(y) = n/n·k, es decir My = χ2
y, entonces F (x; y) = φ2(x, y); además

F (x; y) = F (y;x) si Mx = χ2
x.

c) Si ∀k : n·k = n/q, es decir si las varianzas de las variables {yk/k = 1, . . . , q} son
iguales, entonces τ(x; y) = τep(x; y) = τp(x; y) = φ2(x, y)/(q − 1).

2.3 Expresiones mecánicas en el espacio de individuos provisto de una
geometŕıa relacional

La definición de “coeficientes de asociación relacionales” [1, 18] se basa en la noción de
“producto escalar relacional”.

Ponemos Mxy = InxtMIny, donde Inxt es la transpuesta de Inx.
Se recuerda que en el espacio de individuos E = Ex ⊕ Ey, el producto escalar M se

llama relacional respecto a las variables {xj} y {yk}, y se denota R[Mx,My], si y sólo si:

Mxy = Mx[(VxMx)1/2]†Vxy My[(VyMy)
1/2]† (6)

donde [(VxMx)1/2]† es la inversa generalizada de Moore-Penrose, ponderada por Mx, de
(VxMx)1/2.

La introducción de inversas generalizadas es una consecuencia de la singularidad de
las matrices Vx y Vy, puesto que rang (Vx) = p − 1 y rang (Vy) = q − 1. Se muestra [22]
que las propiedades de R[Mx,My] para matrices Vx y/o Vy singulares, son casi siempre
idénticas a las establecidas para matrices regulares. Se efectúa, en anexo, una presentación
suscinta de las inversas generalizadas ponderadas de Moore-Penrose y se muestran algunas
propiedades útiles en Análisis de Datos.

Observación 3:
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a) Existen numerosas propiedades caracteŕısticas de los productos escalares relacionales
[8, 22]. Demos con fines ilustrativos una condición necesaria y suficiente de tipo
geométrico [16]: sean {cj(x)/j = 1, . . . , p} [resp. {ck(y)/k = 1, . . . , q}] los vectores
axiales principales del triplete (Nx,Mx,D) [resp. (Ny,My,D)] y
{Cj(x)/j = 1, . . . , p} [resp. {Ck(y)/k = 1, . . . , q}] las componentes principales cor-
respondientes, se tiene que M = R[Mx,My] es equivalente a:

cos[cj(x), ck(y)] =

{

cos[Cj(x), Ck(y)] si ||Cj(x)|| 6= 0 y ||Ck(y)|| 6= 0
0 sino.

b) A veces es útil [peso nulo de ciertos individuos, parejas de variables (xj , yk) muy
correlacionadas] poder definir y usar semi-productos escalares relacionales: bajo
ciertas condiciones [21, 24, 25] Mx,My y/o D pueden ser semi-productos escalares.

Se denota Ix[Ny] la inercia (respecto a su centro de gravedad) de la proyección ortogonal

de Ny sobre Ex, V †
x la inversa generalizada de Moore-Penrose de Vx (ponderada por M−1

x

y Mx) y Px el operador de proyección ortogonal sobre Ex.

Lema 1 Si M = R[Mx,My] entonces Ix[Ny] =

q
∑

k=1

q
∑

k′=1

[My]kk′ D[Qx(y
k), Qx(yk′

)].

Prueba: Se sabe que

Qx = XV †
x XtD (cf. anexo) y Px = Inx,M−1

x InxtM. (7)

Partiendo de que Ix[Ny] = traza[Px Iny Vy InytM ] y usando la igualdad (6), las descom-

posiciones espectrales de [(VxMx)1/2]† y [(VyMy)
1/2]†, y la relación (VxMx)† = M−1

x V †
x

dadas en anexo, se tiene:

Ix[Ny] = traza[M−1
x MxyVyMyx]

= traza[[(VxMx)1/2]†VxyMy[(VyMy)
1/2]†VyMyx]

= traza[VxyMyVyxV †
x ]

= traza[MyY
tDQxY ]

=

q
∑

k=1

q
∑

k′=1

[My]kk′D[Qx(yk), Qx(yk′

)].

Observación 4: Es natural observar, en el lema 1, que Ix[Ny] no depende de la escogencia
de Mx; será a menudo útil escoger Mx = χ2

x, como será el caso de la definición 3 de la
sección 3.2.

Definición 2 Sabiendo que M = R[Mx,My], se llama Coeficiente de Asociación Rela-
cional Disimétrico entre las variables {xj} y {yk}, respecto a My, a la cantidad:

CARD[x; y] = Ix[Ny]/I[Ny ].
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Propiedad 2

CARD[x; y] =







τ(x; y) si My = Iq

τp(x; y) si My = Dy

τep(x; y) si My = D1/σ2
y
.

Prueba: Usando el lema 1 y las expresiones (2), (3) y (4), la propiedad proviene de los
siguientes cálculos:

• Para My = Iq: Ix[Ny] =

q
∑

k=1

D[Qx(yk), Qx(yk)] =

q
∑

k=1

||Qx(yk)||2,

además I[Ny] = traza[VyMy] =

q
∑

k=1

var(yk) =

q
∑

k=1

||yk||2.

• Para My = Dy : Ix[Ny] =

q
∑

k=1

n·k
n

||Qx(yk)||2,

además I[Ny] =

q
∑

k=1

n·k
n

||yk||2.

• Para My = D1/σ2
y
: Ix[Ny] =

q
∑

k=1

||Qx(yk)||2/||yk||2,

además I[Ny] = q.

Observación 5:

a) Si las variables {xj} y {yk} son cuantitativas, entonces, para My = Iq, el valor del
coeficiente CARD[x; y] es igual [18] al del coeficiente de asociación disimétrica de
Stewart-Love [23].

b) Según el tipo y el número de variables, en los casos particulares en que My = V −1
y ó

My = χ2
y, se observará que el numerador Ix[Ny] del coeficiente CARD[x; y] es igual

([18], o ver prueba del lema 1) a la suma de los cuadrados de los coeficientes de
correlación canónica, más aún, al cuadrado del coeficiente de Bravais-Pearson, al φ2

de Pearson o al cociente de correlación generalizado.

El siguiente corolario se deduce de la demostración de la propiedad anterior y de la
observación 4.

Corolario 1 Sea Mx un producto escalar cualquiera en Ex. Si M = R[Mx,My] y

• si My = (1/

q
∑

l=1

||yl||2)Iq, entonces τ(x; y) = Ix[Ny].

• si My = (1/

q
∑

l=1

(n·l/n)||yl||2)Dy, entonces τp(x; y) = Ix[Ny].
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• si My = (1/q)D1/σ2
y
, entonces τep(x; y) = Ix[Ny].

Si se denota diag[al] una matriz diagonal cuyo l-ésimo elemento de la diagonal es al,
se deduce del corolario 1, de las igualdades (1), de la propiedad 1 y de la observación 2(a),
la propiedad que sigue.

Propiedad 3 Sea Mx un producto escalar cualquiera en Ex. Si M = R[Mx,My] y

• si My = diag[n2/

q
∑

l=1

n·l(n − n·l)], entonces τ(x; y) = Ix[Ny] = I[Ng(y/x)].

• si My = diag[n2n·k/
q

∑

l=1

n2
·l(n − n·l)], entonces τp(x; y) = Ix[Ny] = I[Ng(y/x)].

• si My = diag[n2/q n·l(n − n·l)], entonces τep(x; y) = Ix[Ny] = I[Ng(y/x)].

3 Análisis factoriales de la asociación disimétrica entre dos

variables cualitativas

Se usarán las siguientes notaciones:

• [{ej(x) ∈ Ex/j = 1, . . . , p} ∪ {ek(y) ∈ Ey/k = 1, . . . , q}] es la base canónica de
E = Ex ⊕ Ey y [{e∗j (x)/j = 1, . . . , p} ∪ {e∗k(y)/k = 1, . . . , q}] su base dual;

• Prx (resp. Pry) es el proyector cartesiano de E sobre el espacio Ex (resp. Ey);

• si yk
i

[resp. xj
i ] es el valor de la indicatriz no centrada yk [resp. xj ] para el individuo

i, entonces ponemos y
i
=

q
∑

k=1

yk
i
ek(y) y xi =

p
∑

j=1

xj
iej(x);

• si yk
i [resp. xj

i ] es el valor de la indicatriz centrada yk [resp. xj] para el individuo i,

ponemos yi =

q
∑

k=1

yk
i ek(y) y xi =

p
∑

j=1

xj
iej(x);

• si X(n,p) es la matriz de elementos [X ]ij = xj
i para todo (i, j), ponemos Vyx = Y tDX;

• g(x) = 1
n

n
∑

i=1

xi =

p
∑

j=1

nj·
n

ej(x), g(y) = 1
n

n
∑

i=1

y
i
=

q
∑

k=1

n·k
n

ek(y);

• g(x/yk) =

p
∑

j=1

[
njk

n·k
− nj·

n
]ej(x), es el centro de gravedad de los p puntos

{ej(x) − g(x)/j = 1, . . . , p}, respecto al sistema de pesos {njk

n·k
/j = 1, . . . , p};
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• Ng(x/y) = {g(x/yk)/k = 1, . . . , q};

• g(y/xj) =

q
∑

k=1

[
njk

nj·
− n·k

n
]ek(y), es el centro de gravedad de los q puntos

{ek(y) − g(y)/k = 1, . . . , q}, respecto al sistema de pesos {njk

nj·
/k = 1, . . . , q};

• Ng(y/x) = {g(y/xj)/j = 1, . . . , p}.

Se observará que ∀i ∈ {1, . . . , n}, si yk
i

= 1 entonces se tiene y
i
= ek(y) y

yi = ek(y)− g(y); aśı mismo ∀i ∈ {1, . . . , n} xj
i = 1 implica xi = ej(x) y xi = ej(x)− g(x).

Observación 6: Es inmediato mostrar que:

• (X tDX)−1 = χ2
x y Vyx = Vyx.

• g(x) = InxXtD11n, donde 11n es el vector de coordenadas 1 en IRn. (8)

• g(y/xj) =

q
∑

k=1

[Vyxχ2
x]kjek(y) =

q
∑

k=1

[Vyxχ2
x]kjek(y). (9)

3.1 Traducción del Análisis Factorial de Correspondencias en el modelo
eucĺıdeo relacional

Se sabe que el AFC es equivalente a los dos Análisis en Componentes Principales (ACP)
siguientes:

ACP del triplete [Ng(y/x);χ2
y ;Dx] (10)

y

ACP del triplete [Ng(x/y);χ2
x;Dy]. (11)

En (10) [resp. (11)] los vectores del espacio Ey [resp. Ex] han sido identificados con su
imagen en el subespacio Ey ⊂ E [resp. Ex ⊂ E], v́ıa la inyección canónica Iny [resp. Inx].

Hacer un AFC se reduce entonces a efectuar una descomposición en momentos prin-
cipales del valor de la asociación simétrica, entre las variables x y y, medida por el φ2 de
Pearson: el valor de este último es igual [cf. observaciones 2(a) y (b)] a
I[Ng(y/x)] = I[Ng(x/y)].

En E = Ex ⊕ Ey provisto del producto escalar relacional R[χ2
x, χ2

y], es decir en un
Modelo Eucĺıdeo Relacional (MER), recordemos [(8) y lemas 2 y 3 más abajo] que los
momentos principales no nulos y las representaciones de los individuos (cada individuo
está nombrado por el nombre de la modalidad correspondiente a la cualidad que él posee)
de los dos ACP (10) y (11), son respectivamente idénticos (identificando los vectores de los
espacios Ex, Ey con su imagen por la inyección canónica) a los de los dos ACP siguientes:

ACP del triplete [{Py(xi)/i = 1, . . . , n};R[χ2
x, χ2

y];D] (12)
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y

ACP del triplete [{Px(yi)/i = 1, . . . , n};R[χ2
x, χ2

y];D] (13)

Se dirá, por extensión, que el ACP (12) [resp. (13)] es equivalente al ACP (10) [resp.
(11)].

En (10) y (11), las nubes de puntos Ng(y/x) y Ng/x/y) están respectivamente en
espacios IRq y IRp distintos, mientras que las de (12) y (13) están respectivamente en los
subespacios Ey = IRq y Ex = IRp de un mismo espacio eucĺıdeo E = Ex ⊕ Ey, relacional
para los conjuntos de variables {xj} y {yk}.

Establezcamos los lemas siguientes en el marco más general en que los resultados son
independientes del tipo de variables {yk}. Para ello, se denota V −

y [resp. V −
x ] una inversa

generalizada interna de rango completo de Vy [resp. Vx] y se recuerda (cf. anexo) que χ2
x

es una inversa generalizada de rango completo de Vx.

Lema 2 Si M = R[χ2
x, V −

y ] entonces Py[g(x)] = 0 y

[xj
i = 1 ⇒ Py(xi) = Py[ej(x)] = g(y/xj)].

Prueba: En vista de que M = R[χ2, V −
y ] se tiene Myx = V −

y Vyx χ2
x (cf. anexo), usando

(7) para Py, se deduce:
PyInx = InyVyxχ2

x = InyVyxχ2
x. (14)

Sabiendo que Qx = X χ2
x XtD es una expresión del operador de proyección ortogonal sobre

ImX ⊂ IRn, se deduce de (8) y (14),

Py[g(x)] = Iny Y tDQx11n = Iny Y tD11n = 0

puesto que 11n ∈ ImX y que las {yk} están centradas;
lo anterior implica que Py(xi) = Py[xi − g(x)] = Py(xi).

Finalmente, usando (14) y luego (9), y suponiendo xj
i = 1, se tiene

Py(xi) = Py[ej(x)] =

q
∑

k=1

〈InyVyxχ2
xPrx ej(x), e∗k(y)〉 ek(y)

=

q
∑

k=1

[Vyxχ2
x]kj ek(y) = g(y/xj).

Cuando y es cualitativa y las {xj} son de cualquier tipo, también se demostraŕıa:

Lema 3 Si M = R[V −
x , χ2

y] entonces Px[g(y)] = 0, y

[yk
i

= 1 ⇒ Px(yi) = Px[ek(y)] = g(x/yk)].

Observación 7: Para evaluar las escogencias efectuadas, se observará (demostración
similar a la propuesta en [22]) que (bajo condiciones de normalidad de M , no restrictivas
en la práctica) si Mx = V −

x y My = V −
y , entonces

∑n
i=1

1
n ||yi − Py(xi)||2M

(resp.
∑n

i=1
1
n ||xi − Px(yi)||2M ) es mı́nimo si y sólo si M = R[V −

x , V −
y ].
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Las representaciones gráficas simultáneas y baricéntricas [4] de los puntos modalidades
{xj}∪{yk}, donde {xj} son los centros de gravedad de los {yk}, son por lo tanto obtenidas,
en el MER, con R[χ2

x, χ2
y], proyectando ortogonalmente sobre los planos principales del

ACP (13) la nube:

{Px[ek(y)]/k = 1, . . . , q} ∪ {PxPy[ej(x)]/j = 1, . . . , p}. (15)

Estas representaciones están justificadas por la igualdad de los momentos principales
no nulos de los ACP (10) y (11), pero también por las fórmulas coherentes de transición
[4] entre las componentes principales. Estas representaciones encuentran en el MER jus-
tificaciones suplementarias en (15) y en la propiedad siguiente.

Propiedad 4 Si {(λr, ar)} y {(λr, br)} son los momentos principales no nulos y los vec-
tores axiales principales respectivamente de los ACP (12) y (13), se tiene Px(ar) =

√
λrbr.

Prueba: En efecto, se sabe (fórmulas de transición) que para todo momento principal no
nulo λr, se tiene:

br =
1√
λr

InxVxy χ2
yPry ar

ahora bien, usando la fórmula (14) para Px, se tiene: Px(ar) = InxVxyχ
2
yPryar =

√
λrbr.

Observación 8:

a) En AFC se pueden proponer otras representaciones, simultáneas y baricéntricas,
permutando los roles de x y y, es decir proyectando la nube {Py[ej(x)]/j = 1, . . . , p}∪
{PyPx[ek(y)]/k = 1, . . . , q} sobre los planos principales del ACP (12).

b) La propiedad 4 es una consecuencia de un caso particular (Mx = χ2
x y My = χ2

y) de
una propiedad caracteŕıstica de los productos escalares relacionales. En efecto,

– se sabe [6, 7] que: ar = InyY tDAr y br = InxXtDBr, donde (Ar, Br) son las
parejas de variables canónicas de (Fy, Fx,D), siendo Fx [resp. Fy] el subespa-
cio del espacio de variables generado por los vectores {xj/j = 1, . . . , p} [resp.
{yk/k = 1, . . . , q}];

– las dos condiciones útiles [22] que caracterizan M = R[Mx,My] son:

i) los coeficientes de correlación canónica no nulos de (Ex, Ey,M) y
(Fx, Fy ,D) son iguales,

ii) las parejas de variables canónicas de mismo rango r (a′r ∈ Ey, b
′
r ∈ Ex) y

(Ar ∈ Fy, B
r ∈ Fx) se corresponden por las relaciones siguientes:

a′r = Iny[(VyMy)
1/2]†Y tDAr = InyY tDAr para My = χ2

y

b′r = Inx[(VxMx)1/2]†XtDBr = InxXtDBr para Mx = χ2
x.

Se deduce a′r = ar y b′r = br, ahora bien Px(a′r) =
√

λrb
′
r, de donde viene el resultado.
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3.2 Definición

La propiedad 3 y los recordatorios anteriores nos llevan a proponer la siguiente definición.

Definición 3 Se dice que se hace un análisis factorial de la asociación disimétrica entre
la variable cualitativa x y la variable cualitativa y, medida por un coeficiente Q, si y sólo
si:

a) se efectúan los dos ACP siguientes:

ACP del triplete [Ng(y/x);My ;Dx] (16)

y

ACP del triplete [{Px(yi)/i = 1, . . . , n};R[χ2
x,My];D], (17)

b) el producto escalar My es tal que los valores de las inercias de las nubes de individuos
de (16) y (17) sean iguales al valor del coeficiente de asociación disimétrica Q.

A priori, Mx podŕıa ser cualquiera, sin embargo la escogencia Mx = χ2
x simplifica

los cálculos y permite encontrar resultados fundamentales en el caso particular en que
My = χ2

y. Por lo tanto, en lo que sigue supondremos que Mx = χ2
x.

Existencia: de acuerdo con la propiedad 3, existen productos escalares My para los
coeficientes τ, τp y τep. Más generalmente, se deduce de 1) de la propiedad 7 enunciada
más abajo, que si Q es un CARD entonces siempre existe un producto escalar My: en
efecto, si el coeficiente CARD ha sido definido respecto a M = R[Mx,M ′

y], entonces
My = M ′

y/I[Ny], donde I[Ny] es calculada respecto a M ′
y.

Observación fundamental: para My = χ2
y, el ACP (17) es idéntico al ACP (13) y por lo

tanto equivalente al ACP (11); en este caso muy particular, el análisis factorial propuesto
es entonces equivalente al AFC: se analiza la asociación simétrica, entre las variables x y
y, medida por el φ2.

Proponemos entonces llamar al análisis correspondiente a la definición 3, el “Análisis
Factorial de Correspondencias Disimétricas” (AFCD).

Puede darse una definición equivalente reemplazando (17) por el ACP equivalente que
sigue:

ACP del triplete [{Px[ek(y) − g(y)]/k = 1, . . . , q};R[χ2
x,My];Dy]. (18)

3.3 Propiedades

Se deduce de (9) la propiedad siguiente.

Propiedad 5 El ACP (16) es idéntico al

ACP del triplete [χ2
xVxy;My;Dx]. (19)
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Propiedad 6 El ACP (17) es idéntico al

ACP del triplete [Y My[(VyMy)
1/2]†Vyx;χ2

x;D]. (20)

Prueba: Dado Mx = χ2
x, usando (6) y (7), sabiendo (cf. anexo) que

[(Vxχ2
x)1/2]†Vxy = Vxy, y yi = InyY tf∗

i [6], donde {f∗
i /i = 1, . . . , n} es la base dual de la

base canónica del espacio de variables (IRn) del ACP (17), se tiene:

Px(yi) = InxM−1
x MxyY

tf∗
i = InxVxyMy[(VyMy)

1/2]†Y tf∗
i .

Se deduce: 〈Px(yi), e
∗
j (x)〉 = [VxyMy[(VyMy)

1/2]†Y t]ji.
Las coordenadas de los puntos {Px(yi)/i = 1, . . . , n}, respecto a {ej(x)/j = 1, . . . , p},
son por lo tanto elementos de las filas de la matriz Y My[(VyMy)

1/2]†Vyx, en vista de que
[(VyMy)

1/2]† es My-simétrica (cf. anexo).

Sean

• {γr(x)} los momentos principales no nulos del ACP (19) ó (16), y {ur} los vectores
axiales principales correspondientes, y

• {γr(y)} los momentos principales no nulos del ACP (20) [resp. (17)] y {vr} [resp.
{Inx vr}] los vectores axiales principales correspondientes.

Propiedad 7 Sea My un producto escalar cualquiera en Ey, entonces ∀r se tiene:

1) γr(x) = γr(y) = γr

2) ur =
1√
γr

Avr donde A = Vyxχ2
x (21)

vr =
1√
γr

Bur donde B = VxyMy (22)

Prueba: En vista de que χ2
xDx = Ip, los momentos y los vectores axiales principales del

ACP (19) son los elementos propios (normados) del operador (χ2
xVxy)

tDxχ2
xVxyMy = AB.

Usando la M -simetŕıa de [(VyMy)
1/2]†, los momentos y los vectores axiales principales del

ACP (20) son los elementos propios (normados) del operador:

Vxy([(VyMy)
1/2]†)tMyVyMy[(VyMy)

1/2]†Vyxχ2
x = VxyMyVyxχ2

x = BA.

Como AB y BA tienen los mismos valores propios no nulos, se deducen fácilmente los
asertos 1) y 2), teniendo en cuenta que ur [resp. vr] es normado por My [resp. χ2

x].

Observación 9: Al examinar las demostraciones de las propiedades 6 y 7, se constata
que los resultados establecidos son válidos para cualquier tipo de variables {yk}.

La siguiente propiedad es usada para poner en evidencia en la propiedad 9, unas
fórmulas de transición, entre las componentes principales de (16) y (18), idénticas, para
My = χ2

y, a las establecidas en AFC.
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Propiedad 8 El ACP (18) es equivalente al:

ACP del triplete [χ2
y(VyMy)

1/2Vyx;χ2
x;Dy] (23)

Prueba: Denotando ỹk = ek(y) − g(y) = InyỸ tf∗
k , donde {f∗

k/k = 1, . . . , q} es la base
canónica del espacio de variables (IRq) del ACP (18), se muestra, como en la propiedad 6,
que las coordenadas de los puntos {Px(ỹk)/k = 1, . . . , q}, respecto a {ej(x)/j = 1, . . . , p},
son los elementos de las filas de la matriz Ỹ My[(VyMy)

1/2]†Vyx. Ahora bien, en vista de
que:

• yk
i

= 1 ⇒ yi = ỹk, se tiene Vy = Y tDY = Ỹ tDyỸ ,

• 〈ek(y) − g(y), e∗l (y)〉 = [Iq − 11q11
t
qDy]kl, se tiene Ỹ = Iq − 11q11

t
qDy, donde 11q es la

matriz con una columna cuyos q elementos son iguales a 1 e Iq la matriz identidad
de orden q,

se deduce Vy = [Iq−Dy11q11
t
q]DyỸ = DyỸ pues las columnas de Ỹ están centradas respecto

a Dy.
Luego Ỹ = χ2

yVy y finalmente Ỹ My[(VyMy)
1/2]†Vyx = χ2

y(VyMy)
1/2Vyx.

Se denota {U r} [resp. {V r}] las componentes principales del ACP (19) [resp. 23],
correspondientes a los vectores axiales principales {ur} [resp. {vr}]. Se recuerda que el
ACP (23) es equivalente al ACP (18), el cual también es equivalente al ACP (17).

Propiedad 9 Sea My un producto escalar cualquiera en Ey, entonces ∀r se tiene:

U r =
1√
γr

χ2
xVxy[(VyMy)

1/2]tV r (24)

V r =
1√
γr

χ2
y(VyMy)

1/2VyxU r (25)

Prueba: Se tiene [6]:

U r = χ2
xVxyMyur (26)

V r = χ2
y(VyMy)

1/2Vyxχ2
xvr. (27)

Al reemplazar la expresión de vr en (22) dentro de (27) y usando (26), se obtiene (25).
Aśı mismo, al reemplazar la expresión de ur en (21) dentro de (26), y usando (27), se
tiene:

U r =
1√
γr

χ2
xVxyMyVyxχ2

xvr

=
1√
γr

χ2
xVxyMy[(VyMy)

1/2]†DyV
r

=
1√
γr

χ2
xVxy[(VyMy)

1/2]tMy(VyMy)
†DyV

r

=
1√
γr

χ2
xVxy[(VyMy)

1/2]tV †
y DyV

r pues (VyMy)
† = M−1

y V †
y

=
1√
γr

χ2
xVxy[(VyMy)

1/2]tV †
y VyV

r
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ya que Vy = Y tDY = Y tDY = Dy − Y tD11n11t
qDy, y 11t

qDyV
r = 0 puesto que V r está

centrado;
aśı finalmente U r = 1√

γr
χ2

xVxy[(VyMy)
1/2]tV r.

En efecto, [(VyMy)
1/2]tV †

y Vy = [VyV
†
y (VyMy)

1/2]t = [(VyMy)
1/2]t ya que (cf. anexo) VyV

†
y

es un operador de proyección sobre ImVy = Im Y t = Im(VyMy)
1/2 y

(V †
y )t = V †

y .

Observación 10: Si My = χ2
y, entonces (21), (22), (24) y (25) son las fórmulas de

transición del AFC.

En AFCD, las representaciones simultáneas y baricéntricas, donde los {xj} son los
centros de gravedad de los {yk} respecto al sistema de pesos {njk

nj·
/k = 1, . . . , q}, se obtienen

al proyectar ortogonalmente la nube {Px[ek(y) − g(y)]/k = 1, . . . , q} ∪
{Px[g(y/xj)]/j = 1, . . . , p} sobre los planos principales del ACP (17). Contrariamente
al AFC, la disimetŕıa de los papeles que juegan x y y no permite proponer aqúı, para
el coeficiente Q(x; y), las representaciones obtenidas al permutar los roles de x y y (cf.
observación 8): en efecto, estas representaciones seŕıan las del AFCD para el coeficiente
Q(y;x).
En AFCD, los baricentros siempre son los representantes de las modalidades explicativas.

3.4 Ligamen con el Análisis No Simétrico de Correspondencias (ANSC)

En [10, 14], N. Lauro y L.D’Ambra definen el ANSC entre x y y por los dos ACP siguientes:

ACP del triplete [{(njk

nj·
− n·k

n
; k = 1, . . . , q)/j = 1, . . . , p};My = Iq;Dx] (28)

ACP del triplete [{(njk

nj·
− n·k

n
; j = 1, . . . , p)/k = 1, . . . , q};Mx = Dx; Iq]. (29)

Se tiene (propiedad 1):

[

q
∑

l=1

n·l(n − n·l)
n2

]τ(x; y) =

p
∑

j=1

nj·
n

q
∑

k=1

[

njk

nj·
− n·k

n

]2

(30)

=

q
∑

k=1

p
∑

j=1

nj·
n

[

njk

nj·
− n·k

n

]2

. (31)

Se observa que:

a) (31) se obtiene a partir de (30) al permutar los śımbolos de sumatoria.

b) (30) es la expresión de la inercia de la nube del triplete (28), y (31) la de la nube del
triplete (29), lo que, teniendo en cuenta el problema planteado, es coherente con las
escogencias de los ACP (28) y (29).

Se constata que en el caso particular en que My = Iq,
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a) El ACP (28) es idéntico al ACP (16) de la definición 3, para (cf. propiedad 3):

Q(x; y) = [

q
∑

l=1

n·l(n − n·l)
n2

]τ(x; y).

b) El ACP (29) no es equivalente al ACP (17) ó (18): en efecto, se deduce de (9) que
los momentos principales y los vectores axiales principales del ACP (29) son los ele-
mentos propios normados del operador χ2

xVxyIqVyxχ2
xDx = χ2

xVxyVyx, mientras que
el operador correspondiente del ACP (20) ó (23) es, para My = Iq, VxyVyxχ2

x (cf.
prueba de la propiedad 7).
Denotando (γ′

r, v
′
r, V

′r) los momentos principales no nulos, los vectores axiales prin-
cipales y las componentes principales correspondientes del ACP (29), se tiene:

∀r γ′
r = γr , v′r = χ2

xvr

es más, teniendo en cuenta (27), se tiene

V ′r = Vyxv′r = Vyxχ2
xvr = [(VyMy)

1/2]†DyV
r = [V 1/2

y ]†DyV
r para My = Iq.

En conclusión:

a) Para el análisis de la asociación disimétrica entre x y y, medida por el τ de Goodman-
Kruskal, si bien es cierto que el ANSC y el AFCD parecen muy cercanos, especial-
mente en el caso muy particular en que χ2

x = pIp, de hecho los resultados gráficos
del ACP (29) pueden ser muy diferentes de los del ACP (23), es decir de los del ACP
(17) ó (18) para My = Iq (cf. sección 4).

b) En vista de que, en la definición 3, el producto escalar My es arbitrario, el AFCD
ofrece un campo de aplicación más vasto que el del ANSC: aśı, para My = χ2

y (caso
simétrico) se identifica con el AFC, pero sobre todo, en el caso de una asociación
disimétrica, permite efectuar un análisis tomando un coeficiente CARD “lo mejor
adaptado posible” a la estructura observada de los datos (cf. sección 4).

4 Un ejemplo sobre datos simulados

4.1 Los datos

Se tiene p = 5, q = 4 y n = 6391; los datos se presentan en la tabla 1, donde
{xj/j = 1, . . . , 5} [resp. {yk/k = 1, . . . , 4}] representan las modalidades de la variable
explicativa x [resp. a explicar y].

En las tablas 2, 3 y 4 se dan las cantidades que entran en las fórmulas de los coeficientes
de asociación (cf. secciones 2.1 y 2.2), y que juegan por lo tanto papeles importantes en
los análisis.
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x1 x2 x3 x4 x5 n·k

y1 126 124 85 12 13 360
y2 130 11 87 124 17 369
y3 9 818 672 13 1352 2864
y4 8 10 657 1065 1058 2798

nj· 273 963 1501 1214 2440 6391

Tabla 1: Efectivos (njk)

x1 x2 x3 x4 x5 n·k/n

y1 .4615 .1288 .0566 .0099 .0053 .0563
y2 .4762 .0114 .0580 .1021 .0070 .0577
y3 .0330 .8494 .4477 .0107 .5541 .4481
y4 .0293 .0104 .4377 .8773 .4336 .4378

Tabla 2: Perfiles columna (njk/nj·)

x1 x2 x3 x4 x5

y1 .4052 .0725 .0003 −.0464 −.0510
y2 .4185 −.0463 .0003 .0444 −.0507
y3

−.4151 .4013 −.0004 −.4374 .1060
y4

−.4085 −.4274 −.0001 .4395 −.0042

Tabla 3: Perfiles columna centrados (njk/nj·) − (n·k/n)

y1 y2 y3 y4

0.0531 0.0544 0.2473 0.2461

Tabla 4: Varianzas de las {yk}

4.2 Algunos resultados numéricos

Se efectuaron cinco análisis:

• tres AFCD, respectivamente para los coeficientes τp, τ y τep, denotados AFCD(τp),
AFCD(τ) y AFCD(τep), es decir respectivamente para:

– My = diag[n2n·k/
q

∑

l=1

n2
·l(n − n·l)],

– My = diag[n2/

q
∑

l=1

n·l(n − n·l)], y

– My = diag[n2/qn·l(n − n·l)];

• el AFC (o AFCD para el φ2) y el ANSC con My = Iq/[
∑q

l=1
n·l(n−n·l)

n2 ] (suma de los
momentos principales igual a τ) con el fin de facilitar las comparaciones, sobre todo
en la sección 4.3.2.

En la tabla 5, se dan algunos resultados numéricos obtenidos con los AFCD y el AFC:
estos resultados corresponden a los gráficos de las figuras 1 y 2.
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Análisis del tau ponderado
τp(x; y) = 0.288

1 2 Total

Valores propios 0.251 0.037 0.288
% 87.22 12.77 99.99

Contribuciones (%)

x1 0.01 87.72 11.21
x2 40.69 0.44 35.55
x3 0.00 0.00 0.00
x4 57.42 0.03 50.09
x5 1.88 11.81 3.15

y1 0.05 44.14 5.68
y2 0.14 44.44 5.80
y3 49.74 5.36 44.08
y4 50.07 6.06 44.44

Análisis del tau de Goodman-Kruskal
τ (x; y) = 0.269

1 2 Total

Valores propios 0.214 0.055 0.269
% 79.55 20.39 99.94

Contribuciones (%)

x1 0.00 87.71 17.89
x2 40.93 0.41 32.66
x3 0.00 0.00 0.00
x4 57.27 0.02 45.58
x5 1.80 11.86 3.87

y1 0.59 44.59 9.59
y2 0.79 44.00 9.63
y3 49.07 5.47 40.15
y4 49.55 5.94 40.63

Análisis del tau equiponderado
τep(x; y) = 0.231

1 2 Total

Valores propios 0.137 0.094 0.231
% 59.33 40.51 99.84

Contribuciones (%)

x1 0.02 87.65 35.53
x2 41.69 0.46 24.98
x3 0.00 0.00 0.00
x4 56.60 0.04 33.63
x5 1.69 11.85 5.86

y1 2.68 45.46 20.08
y2 3.36 43.12 19.54
y3 46.97 5.36 30.04
y4 46.99 6.06 30.34

Análisis de correspondencias
φ2(x, y) = 0.645

1 2 Total

Valores propios 0.327 0.318 0.645
% 50.59 49.20 99.79

Contribuciones (%)

x1 87.64 0.03 44.37
x2 0.19 42.61 21.14
x3 0.00 0.00 0.00
x4 0.01 56.09 27.64
x5 12.16 1.27 6.85

y1 44.40 5.54 25.29
y2 44.14 4.33 24.55
y3 6.57 43.95 24.95
y4 4.89 46.18 25.21

Tabla 5: Análisis Factorial de Correspondencias Disimétricas (τp, τ, τep) y Simétricas
(AFC: φ2)

Los valores de las contribuciones de las modalidades, a los dos primeros momentos prin-
cipales, son coherentes con las estad́ısticas de las tablas 2, 3 y 4: se notará especialmente
que:

a) Los dos grupos de parejas de modalidades bien asociadas [(x2; y3), (x4; y4)] y
[(x1; y1), (x1; y2)] tienen papeles diferentes en los AFCD (τp, τ, τep), y en el AFC (φ2).

b) Los valores de las contribuciones (Total) de las modalidades (y3, y4) a los coeficientes
de asociación crecen partiendo de un mı́nimo observado en el AFC, pasando por el
AFCD (τep) y el AFCD (τ), para alcanzar un máximo observado en el AFCD (τp);
aśı mismo, los valores de las contribuciones de estas mismas modalidades, al primer
momento principal, en el AFCD (τep) son inferiores a las observadas en el AFCD
(τ), que son ellas mismas menores a las observadas en el AFCD (τp).

Con este juego de datos simulados, es muy claro que los resultados de los análisis de
las asociaciones disimétricas medidas por los coeficientes {τp, τ, τep} son diferentes de los
del AFC.
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En la tabla 6, se dan los mismos resultados, pero obtenidos con el ANSC: si se com-
paran estos resultados con los del AFCD (τ) (tabla 5), se observa: (i) que los valores
propios y las contribuciones de las modalidades {xj} son (por definición) idénticas para
los dos análisis, y (ii) que, al contrario, las contribuciones de las modalidades {yk} son
diferentes, esencialmente las que conciernen el segundo momento principal. Estos resulta-
dos corresponden al gráfico de la figura 3.

Análisis del tau de Goodman-Kruskal
τ (x; y) = 0.269

1 2 Total

Valores propios 0.214 0.055 0.269
% 79.55 20.39 99.94

Contribuciones (%)

x1 0.00 87.71 17.89
x2 40.93 0.41 32.66
x3 0.00 0.00 0.00
x4 57.27 0.02 45.58
x5 1.80 11.86 3.87

y1 0.63 25.28 5.68
y2 0.74 24.72 5.66
y3 49.78 24.56 44.61
y4 48.85 25.44 44.05

Tabla 6: Análisis No Simétrico de Correspondencias

4.3 Algunos resultados gráficos

4.3.1 Gráficos

Un punto xj [resp. yk] de la figura 1(a) [resp. figura 1(b)] representa la proyección
ortogonal del punto g(y/xj) [resp. Px[ek(y) − g(y)]] sobre el primer plano principal del
ACP (16) [resp. (17) ó (18)] para Q = τ .

Observamos inmediatamente, como hemos constatado sobre los resultados numéricos,
que estos resultados gráficos son muy diferentes de los producidos por el AFC (cf. figura
2).

Sobre la figura 1(a) [resp. 1(b)]:

• entre más lejano esté un punto modalidad xj [resp. yk] del origen, más importante
es su contribución al coeficiente de asociación disimétrica (aqúı Q = τ), por lo tanto
más la modalidad “xj de x explica” [resp. “yk de y es explicada por”] la variable y
[resp. x];

• entre más cercanos sean dos puntos, más las modalidades correspondientes de x
[resp. y] explican y [resp. son explicadas por x] de manera similar.

El gráfico de la figura 1(a) [resp. figura 1(b)] es una descripción de los “potenciales a
explicar” [resp. “potenciales para ser explicados”] de las modalidades de x [resp. y].

Aśı, como el porcentaje de inercia explicada por el primer plano principal es cercano
al 100%,



20 r. abdesselam – y. schektman

-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

x1
•

x2
• x3

• x4
•

x5
•

Eje 1
(79.55%)

Eje 2 (20.39%)

(a) Análisis de la nube Ng(y/x)

Tau de Goodman-Kruskal τ(x; y)

-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

y1
• y2

•

y3
•

y4
• Eje 1

(79.55%)

Eje 2 (20.39%)

(b) Análisis de la nube
{Px[ek(y) − g(y)]; k = 1, . . . , 4}

Tau de Goodman-Kruskal τ(x; y)

Figura 1: Análisis Factorial de Correspondencias Disimétricas para el τ de Goodman-
Kruskal

• el potencial de previsión de x3 es nulo, el de x1 es el más elevado, y los de x2 y x4

son grandes y muy diferentes;

• los potenciales para ser explicados de y1 y y2 son más parecidos entre śı que los de
y3 y y4.

Estas afirmaciones son coherentes con la estructura de los perfiles columna centrados
de la tabla 3.

En un AFCD, para representar gráficamente la asociación “x explica a y”, las rep-
resentaciones simultáneas y baricéntricas (figura 2), definidas y justificadas al final de la
sección 3.3, parecen ser, como en AFC, herramientas útiles.

Sobre la figura 3, se han representado los gráficos del ANSC, es decir los producidos
por los ACP (28) y (29). Se observará que la nube de los {yk} tiene un “tamaño pequeño”
respecto a la nube de los {xj}: esto se debe al hecho que, por definición, (i) estas dos nubes
tienen misma inercia, y (ii) que los puntos {yk} tienen todos masa igual a 1, mientras que
los pesos de los {xj}, más numerosos, son evidentemente más pequeños, respectivamente
iguales a {0.04, 0.15, 0.24, 0.19, 0.38}.

Para facilitar la lectura, en ciertos gráficos, hemos indicado sobre las flechas, mate-
rializando la dirección de las asociaciones positivas, los valores de los perfiles columna
centrados (tabla 3) correspondientes. Aśı mismo, para facilitar las comparaciones, las
escalas sobre los ejes de las abscisas y de las ordenadas son las mismas.

Observación 11: Para representar gráficamente las asociaciones, seŕıa también intere-
sante estudiar las propiedades de los ACP siguientes:

1. ACP del triplete [{{Px[ek(y) − g(y)]/k = 1, . . . , q} ∪ Ng(y/x)};R[χ2
x,My];Dy∪x]
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con [Dy∪x]l =

{

n·l/2n para l ≤ q
nl·/2n para q + 1 ≤ l ≤ p + q.

2. ACP del triplete [{{Px[ek(y) − g(y)]/k = 1, . . . , q} × Ng(y/x)};R[χ2
x,My];Dq×p]

donde Dq×p es una matriz diagonal de pesos de dimensión q × p.
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4.3.2 Algunos elementos para evaluar los análisis

Estas evaluaciones se basan en la comparación de los valores de las distancias, medidas
sobre las representaciones gráficas (figuras 2 y 3) entre los puntos modalidades explicativas
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Figura 3: Análisis No Simétrico de Correspondencias (representación simultánea)

{xj} y los puntos modalidades a explicar {yk} para un análisis dado, encontrándose los
valores en la tabla 3.

En primer lugar, en vista de que los valores de la tercera columna de la tabla 3,
correspondiente a x3, son iguales (nulos), se tiende a pensar que el gráfico del
AFCD (τp) puede representar correctamente la asociación “x explica a y”, puesto que, para
este análisis, las distancias de x3 con los {yk}, denotados d(x3, yk), son aproximadamente
iguales (tabla 7).

AFCD AFC ANSC
τp τ τep

d(x3, y1) 0.54 0.67 0.90 1.70 0.12
d(x3, y2) 0.54 0.67 0.88 1.65 0.12
d(x3, y3) 0.53 0.49 0.39 0.60 0.35
d(x3, y4) 0.54 0.50 0.40 0.61 0.34

Tabla 7: Distancias del punto modalidad explicativa x3 a los puntos modalidades a explicar
{yk}.

Una segunda observación conduce a la misma conclusión.

Sea ε = {εjk =
njk

nj·
− n·k

n /j = 1, . . . , p y k = 1, . . . , q},
D = {d(xj , yk)/j = 1, . . . , p y k = 1, . . . , q} el conjunto de las distancias [medidas sobre el
plano principal (1,2)] entre las parejas (xj , yk) para un análisis dado y C(ε,D) el ı́ndice de
“concordancia” de rangos de Kendall entre las dos series de medidas ε y D: aqúı el valor
de C(ε,D) es igual al número de productos negativos entre los pq(pq − 1)/2 productos de
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la forma (εjk − εlm)[d(xj , yk) − d(xl, ym)], puesto que en una situación “ideal” se debeŕıa
tener: εjk > εlm ⇒ d(xj , yk) < d(xl, ym).

La lectura de la tabla 8 muestra que entre los valores del ı́ndice de concordancia
C(ε,D), calculado a partir de los gráficos de las figuras 2 y 3, la del AFCD (τp) es la más
grande; se observará que el máximo de C(ε,D) vale 190, puesto que pq = 20.

AFCD AFC ANSC
τp τ τep

164 161 140 140 114

Tabla 8: Valores del ı́ndice C(ε,D) de concordancia de rangos de Kendall

Para evaluar visualmente, a partir de los valores de C(ε,D), los resultados del
AFCD (τp), del AFC y del ANSC, se han representado, sobre la figura 4, para cada uno
de estos tres análisis, los gráficos de ε y de D en función de las parejas (xj , yk) ordenadas
según el orden decreciente de los valores de los {εjk} (cf. tabla 3).

Observación 12:

1. Se sugiere aqúı una técnica, justificada y usada en otros lugares [1, 5, 11, 17, 24, 25],
que ha permitido mejorar, en el sentido del criterio de concordancia [C(ε,D) = 165],
los resultados obtenidos con el AFCD (τp): se ha escogido “el mejor” My [obtenido
para α2 = 14/15] en una familia de distancias definida por:

My = (1 − α1)χ
2
y + α1Iq y My = (1 − α2)Iq + α2Dy

donde α1, α2 ∈ {0, 1/15, 2/15, . . . , 1}.

2. Hemos analizado con el AFCD (τ) los datos estudiados por F. Benzécri con el AFC en
[3], y retomados por Lauro y D’Ambra [10] con el ANSC. No publicamos aqúı estos
resultados comparativos por falta de espacio; es más, estos últimos no presentan más
que un interés medio: en efecto, aunque los momentos principales sean diferentes,
los gráficos sobre el primer plano principal son muy parecidos.

5 Conclusión – Una apertura

La definición 3 y los resultados enunciados en el lema 2, las propiedades 6 y 7, siguen
siendo válidos si las variables {yk} no son las indicatrices de una variable cualitativa. Los
ACP (16) y (17) pueden por lo tanto ser usados para analizar la asociación disimétrica,
medida por un coeficiente CARD, entre una variable cualitativa explicativa x y variables
cuantitativas a explicar {yk}. Este análisis engloba, en el caso particular en que My = V −1

y

[cf. ACP (16)], al Análisis Factorial Discriminante (AFD) [6]: el coeficiente de asociación
analizado es entonces simétrico pues el numerador del coeficiente CARD es igual al cociente
de correlación generalizado [cf. observación 5 b)].

Se observará que las representaciones simultáneas y baricéntricas son las proyecciones
ortogonales, sobre los planos principales del ACP (17), de la nube {Px(yi)/i = 1, . . . , n} ∪
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{Px[g(y/xj)]/j = 1, . . . , p}, mientras que las del AFD son las proyecciones ortogonales,
sobre los planos principales del ACP (16), de la nube {g(y/xj) = Py[ej(x)]/j = 1, . . . , p}∪
{yi/i = 1, . . . , n}. El procedimiento para analizar los resultados seŕıa similar al presentado
en las secciones 4.2 y 4.3.

Se notará, en fin, que el lema 2 y las propiedades 7 y 9 seŕıan herramientas útiles para
abordar el Análisis Multivariado de la Varianza (MANOVA) [5], o incluso para escribir
ciertos algoritmos de clasificación [13].

Anexo: Algunos elementos sobre las inversas generalizadas

ponderadas de Moore-Penrose[8,9,15]

A. Generalidades

Sean H y G dos espacios vectoriales provistos respectivamente de los productos escalares
S y T , y sea A una aplicación de H en G.

Definición Se dice que A† es una Inversa Generalizada de Moore-Penrose (IGMP),
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ponderada3 por la pareja (S, T ), de A si y sólo si:

AA†A = A ⇔ A† es la inversa generalizada interna (IGI) deA (32)

A†AA† = A† ⇔ A† es la inversa generalizada externa de A (33)

AA†[resp. A†A] es T -simétrica [resp. S-simétrica] (34)

Se deduce de (32) o (33) la idempotencia de los operadores AA† y A†A.
Es más, se tiene Im AA† = Im A pues Im A ⊃ Im AA† ⊃ Im AA†A = Im A, y de la

misma forma Im A†A = Im A†.

Se deducen las propiedades siguientes.

Propiedad I Las dos afirmaciones siguientes son equivalentes:

I.a) A† es la IGMP, ponderada por (S, T ), de A.

I.b) AA† es el operador de proyección T -ortogonal sobre Im A, A†A es el operador de
proyección S-ortogonal sobre ImA†.

Propiedad II Si A− es una inversa generalizada interna de A, entonces AA− es un
proyector sobre Im A paralelamente a ker AA−.

B. Algunas propiedades útiles en Análisis de Datos

Sean X(n,p) [resp. X(n,p)] la matriz de valores de las indicatrices centradas [resp. no
centradas] de las p modalidades de una variable cualitativa observada sobre n individuos
y D = 1

nIn la matriz de pesos de los individuos, donde In es la matriz unidad de orden
n. Se denota {(λj , uj)/j = 1, . . . , p} los valores propios y los vectores propios normados
del operador V M del espacio de individuos IRp, donde M es el isomorfismo asociado al
producto escalar en IRp y V = XtDX. Se tiene rang [V ] = p − 1, V M no es entonces
invertible. Sin embargo, es útil tener una expresión de su IGMP, ponderada por M [es
decir, por (M,M)], denotada (V M)†. Sea Pj el operador de proyección M -ortogonal sobre

{αuj/α ∈ IR}, en vista de que Im [
∑

{j/λj 6=0}
Pj ] = Im Xt, se deduce inmediatamente de la

propiedad I y de V M =
∑

{j/λj 6=0}
λjPj que (V M)† =

∑

{j/λj 6=0}

1

λj
Pj

De lo anterior se deduce que:

• Como Pj es M -simétrico, (V M)† también lo es e Im (V M)† = Im Xt.

• [(V M)1/2]† =
∑

{j/λj 6=0}

1
√

λj

Pj es M -simétrica e Im [(V M)1/2]† = Im Xt.

• [(V M)1/2]†(V M)1/2 es una expresión del operador de proyección M -ortogonal sobre
ImXt.

3También se dice inversa generalizada ortogonal
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Sabiendo que P t
j es el operador de proyección M−1-ortogonal sobre {αMuj/α ∈ IR},

en vista de que Im [M
∑

{j/λj 6=0}

1

λj
Pj ] = Im [

∑

{j/λj 6=0}

1

λj
P t

j M ] = Im [
∑

{j/λj 6=0}
P t

j ]

y notando que V =
∑

{j/λj 6=0}
λjPjM

−1, se muestra, usando la propiedad I, que:

V † = M
∑

{j/λj 6=0}

1

λj
Pj es la IGMP, ponderada por (M−1,M), de V , con ImV V † = ImXt.

Se deduce inmediatamente:

a) (V †)t =
∑

{j/λj 6=0}

1

λj
P t

j M =
∑

{j/λj 6=0}

1

λj
MPj = V †.

b) (V M)† = M−1V †.

c) Qx = XV †XtD es una expresión del operador de proyección D-ortogonal sobre
Im X: en efecto, la idempotencia de Qx proviene del hecho que V † es una inversa
generalizada externa, y la D-simetŕıa proviene de la simetŕıa de V †;
es más, Im Qx = Im X pues por una parte ImQx ⊂ ImX, y por otra parte
traza[Qx] = traza[V V †] = dim[Im V V †] = dim[Im Xt].

Observación a: una inversa generalizada particular.
Partiendo de χ2 = (X tDX)−1, si se denota Q11n

el operador de proyección D-ortogonal
sobre ∆11n

, se tiene:

V χ2V = XtDX(X tDX)−1X tD(In − Q11n
)X

= XtDQxX − XtDQxQ11n
X

= V

pues QxX = X, QxQ11n
= Q11n

y XtDQ11n
X = 0.

Por lo tanto, χ2 es una IGI de V .

De lo anterior se deduce que V χ2 es (cf. propiedad II) el proyector sobre ImV = ImXt

paralelamente a ker V χ2.

Observación b: una simplificación útil en E = Ex ⊕ Ey.
Denotemos V −

x [resp. V −
y ] una IGI de rango completo de Vx [resp. Vy]. En vista de que

VxV −
x es un proyector sobre ImXt,

si M = R[V −
x ,My] entonces Mxy = V −

x VxyMy[(VyMy)
1/2]†.

Se tiene evidentemente Mxy = V −
x VxyV

−
y si M = R[V −

x , V −
y ].

Referencias
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