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ALGORITMO E IMPLEMENTACION DEL
ANALISIS FACTORIAL DE CORRESPONDENCIAS

WILLIAM CASTILLO! — OLDEMAR RODRIGUEZ!

Resumen

En este articulo se presenta un algoritmo en pseudocédigo para el Andlisis Facto-
rial de Correspondencias. Se presentan también algunos comentarios sobre la imple-
mentacion desarrollada en C++. Finalmente se ilustra el método mediante un ejemplo.

Abstract

In this article, it is presented an algorithm in pseudo-code for the Factor Analysis of
Correspondence. Some comments on the implementation on C++ are also developed.
Finally, the method is illustrated by an example.

Palabras clave: Desarrollo de software, tabla de contingencia, perfiles, representacién
bidimensional, contribuciones.

1. Introduccion

El Anélisis Factorial de Correspondencias (AFC) es un método exploratorio concebido
para estudiar la relacién entre dos variables cualitativas a partir de la tabla de contingencia
asociada. No obstante su uso se ha extendido a tablas de datos mas generales, con tal que
sus casillas sean no negativas y sumables por filas y columnas [4] y [5].

El AFC fue implementado como un médulo del sistema informético de anélisis de datos
PIMAD 2.1 [6], utilizando para ello el modelo matematico del Anédlisis en Componentes
Principales (ACP) y los resultados especificos que se obtienen en el caso particular del
AFC, como se expone en la seccién siguiente.

En este articulo se presentan ademds los indices de calidad usuales (seccién 3) tal
como fueron implementados en el programa. El articulo se completa con una formulacion
algoritmica en seudocddigo a partir de la cual se realizé la implementacion computacional
del método; luego se ofrecen algunos detalles sobre el software desarrollado y en la 1ltima
seccion se ilustra, a partir de un ejemplo, el uso de este software.

'PIMAD-CIMPA, ESCUELA DE MATEMATICA, UNIVERSIDAD DE COSTA RICA, 2060 SAN JosE, COSTA
Rica
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2. El modelo matematico de base

Uno de los objetivos del AFC es explorar las relaciones entre las modalidades de dos
variables cualitativas por medio de representaciones bidimensionales éptimas. Como se
sabe, este objetivo se logra haciendo el ACP de las nubes de perfiles fila y columna, lo
cual permite obtener tales representaciones. Sean X y Y dos variables cualitativas con n
y p modalidades respectivamente, K, ), la tabla de contingencia asociada y S = %K la
tabla de frecuencias; donde T' =, ki;.

2.1. Perfiles y distancias
Sean f; = Z§:1 kij, ¢; = > ki;. Los perfiles fila y columna son, respectivamente,

) N\t
los vectores pf; = <kj+zl .. f > y pcj = <%, ceey %) . A cada perfil pf; ( resp. pc;) se
le asigna el peso p; = f’ (resp. q¢; = 2 7).
Las distancias Chl cuadrado entre los perfiles fila y los perfiles columna son dadas,

respectivamente por las matrices D, Ly D, 1. donde D, = diag(p;) y Dy = diag(q;). Es

decir:
2
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2.2. ACP de los pertfiles

Las filas de las matrices D, 1Sy Dy 18t son respectivamente los perfiles fila y colum-
na. Por lo tanto, identificando cada modalidad con su perfil y haciendo el ACP de los
tripletes (Dlj s Dy L Dp) y (Dq_ 1gt, D, L Dq) , se obtienen las representaciones 6ptimas
como proyecciones ortogonales de las modalidades (perfiles), sobre los espacios principales
correspondientes ([1], [3] y [5]).

Se sabe que los elementos propios de estos dos ACP's se relacionan de modo tal que los
valores propios son los mismos y los vectores propios de un ACP se calculan conociendo
los del otro. Este resultado es la base tedrica del algoritmo que se presenta en la seccién 3
y es lo que permite una implementacién computacional eficiente del AFC. Una expresién
formal de tales resultados es la siguiente:

1. Los valores propios de los dos ACP’s son iguales. Los vectores propios estan rela-
cionados asf: u; = \/%—iStDljlvi v v = \/%—iSDq_lui donde ui,...uq y V1,... U, SON,
respectivamente, los vectores propios ortonormados de los ACP ’s de los tripletes
(Dp_IS7 Dq_l, Dp) y (Dq_lSt, Dljl, Dq) , asociados a los valores propios A1, ..., A4, con

a = min{n,p}.

2. Con la notacién anterior se tiene \y = 1, u1 = G¢, v1 = G, (salvo por el signo).
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3. Férmulas baricéntricas?: sea coord,, (pfi) = pf; - Dy L ug (resp. coord,, (pej) =

pej- Dy 1. v4) la coordenada del perfil pf; (resp. pc;) sobre la recta determinada por
el vector ug. (resp.v,). Las férmulas baricéntricas toman la forma,

kij
a) coord,, (pfi) = L}\a Z§:1 F-coordy, (pcj) y

k3

b) coord,, (pc;) = \/—L/\a Yoy %COOTdua (pfi)-

4. X €]0,1] para todo valor propio no nulo del AFC. Este resultado se puede obtener
directamente como una consecuencia de las férmulas baricéntricas ([2] y [5]).

— —~ —t —

5. Sea PS la matriz Dlle centrada por columna y Vy = PS D,PS. Si Pry, es el
operador de proyeccién D, 1 _ortogonal sobre u, y Pr,, el operador de proyeccién
D, 1 _ortogonal sobre v,,entonces®:

(a) ‘//}Dq_lui =N\Nu;, 1 =2,...,q.
(b) Pru, (pfi —Gy) = Pry, (pfi);i=1,...,n.
(c) Pry, (pcj — Ge) = Pry, (pcj); j=1,...,p.
=

=1 1
1. Simetrizacién®: Vy Dt ~ D2 (ViD;') D§ = D2 S'D,y SDy? = Z que es simétri-
ca. Por lo tanto Z y VyD, ! tienen los mismos valores propios y la relacién entre
1

=1
2

los vectores propios es v = D, >u, donde u y v son vectores propios de VD Ly 7
respectivamente, asociados a .

3. Interpretacion de un AFC

La interpretacién de un Analisis Factorial de Correspondencias tiene que ver con la se-
leccién de ejes factoriales significativos, de puntos significativos y su representacién plana;
todo lo cual permite visualizar las proximidades y oposiciones entre perfiles. A contin-
uacién se presentan los indices y criterios utilizados como ayudas usuales en la etapa de
andlisis e interpretacién de las “salidas” en un programa de AFC. La implementacién en
PIMAD permite hacer uso de estos indices y criterios.

2 A nivel de la implementacién computacional del AFC, estas férmulas permiten hacer todos los célculos
a partir de uno solo de los dos ACP ’s.

3Segiin este resultado el AFC se puede implementar sin hacer la operacién de centraje con tal que no
se tome en cuenta el primer valor propio.

4E] algoritmo de diagonalizacién requiere que la matriz sea simétrica, por eso se diagonaliza Z y luego
se hacen los ajustes necesarios en el cdlculo de coordenadas, de acuerdo con este resultado.
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3.1. La contribuciéon absoluta

La contribucién absoluta es un indicador del aporte inercial de una modalidad a un
eje. Como se sabe, cada eje explica una parte de la inercia de la nube de perfiles, que es
justamente la inercia de la nube proyectada sobre este eje. Asi por ejemplo, para el eje
a—ésimo se tiene:

n p
Inercia proyectada = A\, = Zpi (coordy, (pfi))* = Z q; (coord,, (pcj))2 .
i=1 j=1

En virtud de esta relaciéon es natural definir la contribucién absoluta del perfil pf;
al eje a—ésimo, como

ctrg (i) = pi (coord,, (pfi))? _ i (coord,,,, (sz'))2.

Ao T Ao,

Cuanto mayor es ctry, (1), més contribuye el perfil a la construccién del eje a—ésimo.
De la misma manera la contribucién de un perfil columna pc; al eje a—ésimo es

. gj (coordy, (pc;))?  ¢j (coordy, (pe;))?
ctra (j) = \ - A

3.2. Contribucién relativa

La contribucion relativa se puede usar como un indice para evaluar la calidad de
la representacién de las modalidades en los ejes y planos principales. También puede ser
usado para dar significado a un eje con el cual se relacionan ciertas modalidades. Como
llpfi — Gell* = Yo _o || Pry, (p f,-)H%q,1 entonces es natural definir la contribucién relativa

del eje a—ésimo al perfil pf;, como:

2
COI‘I‘2 (9 ) _ HPTUQ (pfl)”Dgl _ [Coordua (pfl)]2
“ i— G 2 kij i\ 2
o1 Gl 512 (-9

el cual se interpreta geométricamente como el cuadrado del coseno del angulo formado
por el eje a—ésimo y el vector pf;— Gy. De la misma manera para el caso de los perfiles
columna, la contribucién relativa del eje a—ésimo al perfil pc; es:

2
9 HPrva (pCj)HD;l [coordva (pcj)]z
corr® (fja) = e~ G = — -
ey = GOl 5,2 (5 - 4)

Cuanto més grande sea corr? (6;,), més especifico es el perfil pf; del eje a—ésimo.
La misma relaciéon vale para los perfiles columna. Por otra parte, cuanto mayor sea
corr? (0;,) + corr? (0ig) , de mejor calidad es la representacion del perfil pf; en el plano
determinado por u, y ug. Los mismo vale para los perfiles columna.



ALGORITMO E IMPLEMENTACION DEL ANALISIS DE CORRESPONDENCIAS 5%5)

3.3. Seleccion de ejes

Los criterios usuales para seleccionar el nimero de ejes son de caracter empirico. Sean

o -~ Lo s
a = min{n,p}, IE(r) = 1002?:2 As

sea ie (1) = 100% la inercia explicada por el r—eje. Una primera forma (sencilla) es

la inercia explicada por los primeros r — 1 ejes, y

fijar a priori un porcentaje de inercia explicada por los ejes, digamos por ejemplo 75 %,
y escoger los primeros r — 1 ejes tales que IE (r) > 75. Al ser este un criterio global, se
aconseja controlarlo con un criterio local que involucre el porcentaje de inercia explicada
por un eje: ie (1) > %. El criterio local consiste en retener los primeros r ejes tales que
ie(r) > ﬁ e qie(s) = %, yie(r+1) < %.

Otro criterio empirico, también usado en ACP, es la “regla del codo” que consiste en
construir un diagrama lineal de los valores propios y determinar el punto donde la curva
tiene una forma similar a un codo. Esto es, escoger los primeros r ejes tales que a partir
del valor propio A, el diagrama es aproximadamente una funcién constante.

3.4. Seleccion de puntos

La media aritmética de las contribuciones absolutas de los perfiles fila ( resp. perfiles

columna) es L ( resp. %)’ entonces los perfiles tales que ctry (i) > 1 y ctry (j) > % se
llaman perfiles explicativos del eje a—ésimo. En la etapa de depuracién e interpretacion
de resultados se tomaran en cuenta prioritariamente los perfiles explicativos.
Seleccién de puntos explicativos: para el eje a—ésimo supongamos que las contribu-
ciones ctr,, (i) estdn ordenadas en forma decreciente. Se escogen los h primeros puntos
explicativos tales que Z?zlctra (1) > d, donde d es un nimero entre cero y uno, escogido
a priori. El criterio para los perfiles columna es igual: Z?Zlctra (j) > d.

Por otra parte, los perfiles fuertemente asociados con un eje se llaman puntos explica-
dos por este eje. Normalmente se toma 0.5 como valor limite. Esto significa que un perfil
pf; es explicado por el eje a—ésimo, si corr? (6;,) > 0,5. En modo anslogo, un perfil pC;
es explicado por el eje a—ésimo, si corr? (0ja) > 0,5.

Eventualmente un eje que explica muy poca inercia (no pasa el criterio de seleccién de
ejes) puede ser considerado dentro del andlisis si existe algin perfil explicado por este
eje, de modo tal que se pueda afirmar que se trata de una direccién caracteristica de ese
perfil.

4. El algoritmo del analisis factorial de correspondencias

Paso 1. Entrada de datos: Los datos de entrada se presentan bajo el formato de una
matriz K = (k;j)nxp con las siguientes propiedades:

(@) kij>0;i=1,...,n;j=1,...,p.
(b) Se puede sumar por filas y columnas de K.

(c) Z?:l kij > 0 para todo i, Y i, ki; > 0 para todo j.
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Paso 2. Calcular la matriz a diagonalizar

La matriz a diagonalizar es Z = (zj;)axq tal que

1 n kijki :
NeE) Zi:l fi sips<n
Zil = 1 p kjiki

\/m i=1 ¢

donde: @ = min {p,n}; f; = Y7 _ ki es el total de la fila i de K y ¢j = 3 kyj es el
total de la columna j de K.

sip>n

Paso 3. Célculo de coordenadas

Paso 3.0 Calcular los valores y vectores propios de Z

Denotamos con wg, w1, ..., w, los vectores propios de Z, I,— ortonormados, asociados
a los valores propios 1 > Ay > -+ > A, > 0. Entonces se tienen dos casos:

Paso 3.1 Primer caso: p <n

Parai¢ =1,...,ny a = 1,...,a se calculan las coordenadas de los perfiles fila me-

_1
diante la férmula: coord,, (pfi) = pfiDg *we. Usando las formas explicitas de pf; =
. _1
<@,,kﬂ) , Dy ? = d1ag< ) v w!, = (wat,- .., Wap); Obtenemos una expresién
fl fl Cj pPXPp a p

para las coordenadas de los perfiles fila dependiendo de los wq; (i =1,...n,a=2,...,a):

bS]

wa]

coord,, (pfi) =

Para calcular las coordenadas de los perfiles columna se usan las formulas baricéntricas
(j=1,...,p; «a =2,...,a) calculdndose:

coordy, (pcj) =

1 n
——=—= ) kyjcoord,, (pfi
ow ZZ:; jcoordy, (pfi)

Paso 3.2 Segundo caso: p >n

Para j = 1,...py @ = 2,...,a se calculan las coordenadas de los perfiles columna

-1
mediante la férmula : coord,,, (pcj) = pcjDp *w, . Andlogamente al caso anterior, usando

T1

las expresiones de pcg- = <%, el %) , Dp 2 d1ag<,/%> y de w!, = (Wat, - Wan)
v/ nxn

se llega a :

coordy, (pc;) =

G

" Kijwe
2T

i=1
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Las coordenadas de los pefiles fila se calculan por medio de las férmulas baricéntricas:
1 p
coordy, (pfi) = —F+= k;;jcoord,, (pcj)
fi Vv /\a ; ! !

Paso 4. Ayudas a la interpretacion

Paso 4.1 Parai=1,..nya=2,...,a
Paso 4.1.1 Calcular:

2 2
Ctra(i) _ fl [COOI;;:(pr)] y C00r2(62'a) _ Z[)COO;dZ(;Z(pr)]C)z

j=le; \'fi T

fi T

Paso 4.1.2 Para a =2,...,a:

(a) Crear una lista ordenada de las etiquetas de los perfiles fila segin el orden
decreciente de corr?(6;,,).

(b) Crear una lista ordenada de las etiquetas de los perfiles fila segtin el orden
decreciente de ctr, (7).

Paso 4.2 Paraj=1,...pya=2,...,r

Paso 4.2.1 Calcular:

. 12 2
ctro(f) = ¢;j [coord,, (pc;j)] y corr(8ja) = [coordy, (pc;)]

TA T ( kij i 2
“ Z?:1 Ti (c_j B fT)

Paso 4.2.2 Paraa=1,...,r:

(a) Crear una lista lista ordenada de las etiquetas de los perfiles columna segin
el orden decreciente de corr?(f;q).

(b) Crear una lista lista ordenada de las etiquetas de los perfiles columna segiin
el orden decreciente de ctry(7).

Paso 5. Representacion en el espacio bidimensional: para hacer las representaciones
de los perfiles fila, de los perfiles columna y de las representaciones simultaneas, el usuario
selecciona los planos principales que desea. Dado v € 0, 1[ (v suministrado por el usuario):

Paso 5.1 Escoger desde la listas creadas en 4.1.2 los perfiles fila tales que coor?(6;4) > v,
los cuales seran representados en los planos principales. Las coordenadas se calculan
segun las formulas 3.1 6 3.2.



58 W. CASTILLO — O. RODRICUEZ

Paso 5.2 Escoger desde la lista creada en 4.2.2 los perfiles columna tales que coor?(6;,) >
v, los cuales serédn representados en los planos principales. Las coordenadas se cal-
culan segun las férmulas 3.1 6 3.2.

Paso 5.3 Seleccionar perfiles y fila y columna simultdneamente para su representacion,
siguiendo el mismo procedimiento que en 5.1 y 5.2.

5. Algunos detalles sobre la implementacion

El algoritmo para el Analisis Factorial de Correspondencias presentado en la seccién
anterior fue implementado en lenguaje C++ [7] como un médulo més del sistema PIMAD
2.1 [6]. Esto permitié aprovechar el nicleo del sistema PIMAD para efectuar los Anélisis en
Componentes Principales que son necesarios para el Andlisis Factorial de Correspondencias
y para generar el grafico del Plano Principal.

Igual que los demas médulos de PIMAD, este médulo debe ser ejecutado bajo Windows
3.1 o Windows95.

El médulo de Anélisis Factorial de Correspondencias estda implementado de modo tal
que puede ser ejecutado con tablas de datos de cualquier tamano, limitado solamente por
la cantidad de memoria del computador en donde se esté ejecutando.

Figura 1: Interfaz del médulo AFC en PIMAD

En la Figura 1 se muestra la interfaz del sistema. Nétese que los célculos se pueden
realizar en forma directa a través de la barra de herramientas (tool-bar), o bien a través
del ment principal.
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Figura 2: Meni AFC-Paso-a-Paso en PIMAD

El algortimo de la seccién anterior también se puede ejecutar paso por paso mediante
el subment AFC-Paso-a-Paso, que se muestra en la Figura 2. Todos los archivos creados
por el programa son tipo ASCII.

Tal como se muestra en la Figura 2 mediante la opcién Calcular la matriz Z el
programa ejecuta el paso 2 del algoritmo presentado en la seccién anterior, dejando la ma-
triz Z en el archivo MATRIZ_Z.TXT. Con la opcién Calcular los Vectores y Valores
Propios se puede ejecutar el paso 3.0 del algoritmo, los valores propios quedaridn alma-
cenados en el archivo VALORP.TXT y los vectores propios en el archivo VECTORP.TXT. Con
la opcién Calcular Coordenadas se pueden ejecutar los pasos 3.1 y 3.2 del algoritmo,
las coordenadas de los perfiles fila y columna quedan en el archivo COORDENA.TXT. Con la
opcién Graficar el Plano Principal... se despliega por pantalla el plano principal,
tal como se ilustra més abajo (Figura 3.).

Una vez graficado el plano principal, mediante las opciones Calcular Contribuciones
Absolutas y Calcular Contribuciones Relativas se puede ejecutar el paso 4 del al-
goritmo de la seccién anterior. Las contribuciones absolutas se almacenan en el archivo
C_ABSOLU.TXT y las contribuciones relativas en el archivo C_RELATI.TXT.

6. Ejemplo de ilustracion

En esta seccién se ilustra el uso del submeni AFC-Paso-a-Paso. La tabla de datos uti-
lizada es de tamaifio 50 X 5 y proviene del “cruzamiento” de las variables unidad académica
de la UCR con actividad académica. La casilla (i, j) contiene el nimero de tiempos com-
pletos invertidos por la unidad académica %, en la actividad académica j, en el II ciclo
académico de 1993. Es claro que dicha tabla de datos no negativos, es sumable por filas
y columnas por lo que se pueden estudiar las relaciones entre las modalidades por medio
del AFC. Las unidades académicas son codificadas con los ntimeros del 1 al 50, y las
actividades con abreviaciones cuyo significado se indica en el cuadro siguiente:
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Abreviacion Nombre de la Actividad
Docencia Actividad Docente
Invest Trabajo de Investigacion
Comlnst | Trabajo en Comisiones Institucionales
DocAdm Trabajo Docente-Administrativo
AcSoc Accién Social

Las “salidas” correspondientes a cada una de las opciones del submeni “AFC paso-a-
paso”, son las siguientes:

1. Opcién: Calcular la matriz Z. El programa calcula la matriz Z de tamano 5 x 5
y crea el archivo MATRIZ Z.TXT que tiene una forma similar a:

0.719 0.309 0.157 0.190 0.144
0.309 0.162 0.081 0.114 0.077
Z = 0.157 0.081 0.072 0.081 0.046
0.190 0.114 0.081 0.193 0.074
0.144 0.077 0.046 0.074 0.056

2. Opcién: Calcular los Vectores y Valores Propios. Los vectores propios de Z
son las columnas del archivo VECTORP. TXT el cual tiene una apariencia similar a:

(5% u9 us Uy us
—0.831 0.425 0.243 0.230 0.131
—-0.383 —0.062 —-0.261 —0.657 —0.592
—-0.209 -0.224 —-0.779 0.538 —0.095
—0.288 —0.854 0.413 0.123 —0.043
—-0.191 -0.191 -0.307 —0.459 0.789

Por otra parte los valores propios almacenados en VALORP.TXT, son:

A1 A2 A3 A 5
1 0.144 0.026 0.020 0.013

3. Opcidn: Calcular Coordenadas. El programa calcula las coordenadas de los perfiles
fila y columna y crea un archivo de nombre COORDENA.TXT. En este archivo las 50
primeras filas son las coordenadas de las 50 Unidades Académicas (perfiles fila), y
las dltimas 5 son las coordenadas de las 5 actividades académicas (perfiles columna).
Las siguientes tablas son segmentos de este archivo.
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Coordenadas de las Coordenadas de las
primeras 10 UA actividades académicas
Eje 1 Eje 2 Eje 3 Eje 4 Eje 1 Eje 2 Eje 3 Eje 4
0.351 0.101 0.040 —0.057 0.194 0.047 0.038 0.018
0.302 —0.011 —-0.344 —-0.374 —0.061 —-0.109 —-0.239 —-0.173
0.403 0.099 0.118 0.000 —0.408 —0.599 0,358 —0,051
0.326 0.119 0.006 —0.053 —1.124 0,230 0.060 —0.017
0.027 —0.024 —-0.009 0.048 —-0,381 —0,259 —0,335 0,464

0.157 —0.096 —0.253 —0.093
0.261 —0.052 0.224 0.153
—1.126 0.309 0.194 —0.138
—0.521 0.031 0.122 —0.052
—0.585 —0.039 0.089 —0.026

4. Opcioén: Graficar el Plano Principal. El programa genera un plano principal en
el cual el usuario puede elegir los perfiles y los ejes. El siguiente grafico corresponde al
plano de los ejes 1 y 2. Este grafico puede ser impreso directamente con el programa,
o bien el programa puede generar cédigo KTEX de este grafico.

5. Opcién: Calcular Contribuciones Absolutas. Las contribuciones absolutas de
las primeras 10 Unidades Académicas y las contribuciones absolutas de las activi-
dades académicas (primeros 10 registros y los tltimos 5 respectivamente, del archivo
C_ABSOLU.TXT), son:

Contribuciones Absolutas Contribuciones Absolutas de las
de las primeras 10 UA actividades académicas

Fjel Eje2 Eje3 Eje4 Ejel Eje2 Eje3 Ejed

1 4.460 2.0745 0.436 1.3623 Doc 18.068 5.907 5279  1.708

2 0357 0.003 3.463 6.273 DocAdm 0.383  6.710 43.156 35.018

3 2862 0969 1.830 0.000 Comlns  5.030 60.752 28.947 0.907

4 1167 0.865 0.003 0.358 Inv 72.875 17.093 1.528  0.188

5 0.013 0.056 0.010 0.473 AcSoc 3.646  9.449 21.095 62.179
6 0.193 0400 3.734 0.777
7 1.618 0.356 8.854 6.363
8 17.497 7.401 3.892 3.032
9 4543 0.092 1.867 0.523
10 2.185  0.125 0.378 0.051

6. Opcion: Calcular Contribuciones Relativas. Las contribuciones relativas de las
primeras 10 Unidades Académicas y las contribuciones realtivas de las actividades
académicas (primeros 10 registros y los tltimos 5 respectivamente, del archivo C_ RELATI.TXT),
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Figura 3: Plano Principal

Contribuciones relativas
de las primeras 10 UA

0.891
0.261
0.872
0.862
0.200
0.232
0.472
0.892
0.936
0.966

0.074
0.000
0.053
0.114
0.152
0.086
0.019
0.067
0.003
0.010

0.012
0.340
0.075
0.000
0.020
0.601
0.347
0.027
0.052
0.022

0.024
0.399
0.000
0.023
0.627
0.081
0.162
0.014
0.009
0.002

Doc
DocAdm
Comlnst

Inv

AcSoc

Contribuciones relativas de las
actividades académicas

Eje 1
0.904
0.037
0.253
0.957
0.268

Eje 2
0.053
0.116
0.547
0.040
0.124

Eje 3
0.036
0.555
0.196
0.003
0.209

Eje 4
0.007
0.292
0.004
0.000
0.399
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