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228 A. MONTILLA

Resumen

En este articulo presentamos una versioén del Teorema de Fubini para
conjuntos de medida cero en el contexto de medidas vectoriales, en el
estilo de la demostracién clésica para conjuntos del plano euclidiano; a
saber: Sean X y Y espacios topolégicos de Hausdorff localmente com-
pactos y, 1 y v medidas vectoriales regulares de variacion acotada en las
o-élgebras de Baire By(X) y By(Y), respectivamente. Si A C X ® Y,
entonces | u ® v | (A) = 0 si sélo si

| p|{z € X : A, no es de medida cero} = 0,
donde A, ={y €Y : (z,y) € A}.

Palabras clave: medida vectorial; medida cero; medida producto; teorema de
Fubini.

Abstract

In this paper we prove a version of Fubini’s Theorem for null sets
in the context of vector measures, in the spirit of the classical proof for
sets in the Euclidean plane, namely: Let X and Y be locally compact
Hausdorff topological spaces and let 1 and v be regular vector measures
on the Baire o-algebras By(X) and By (Y'), respectively. f A C X x Y,
then | p ® v | (A) = 0if and only if

|p] ({z € X: A, isnotanull set}) =0,
where A, ={y €Y : (z,y) € A}.

Keywords: vector measure; zero measure; product measure; Fubini’s theorem.
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Resena historica

En 1904 Lebesgue [3] extiende la teoria de integracién de Riemman. En la
teoria de la medida segtin Lebesgue se define la medida de un subconjunto de R
en términos de cubiertas del conjunto por sucesiones de intervalos y para un sub-
conjunto de R? en términos de cubiertas por sucesiones de rectdngulos. Surge de
manera natural una interrogante : ;qué relacion existe entre una y otra medida?
Aunque Lebesgue no resolvié completamente esta interrogante, su teoria sentd
las bases para que muchos otros matemadticos trabajaran en este aspecto y uno de
ellos fué Fubini y en 1907 publica sus resultados en este sendido sobre integrales
iteradas [4]. Un aspecto particular del teorema de Fubini seria: si A tiene medida
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bidimensional tendrdn cada seccién de A perpendicular a los ejes una medida
unidimensional, Fubini afirma que si, excepto en un conjunto unidimensional de
medida cero y en el caso particular de que A tenga medida bidimensional cero
cada seccion tiene medida unidimensional cero excepto en un conjnunto de me-
dida cero. Se ha demostrado que A tiene medida cero si sdlo si cada seccién
tiene medida cero casi siempre. Ahora en el presente articulo se presenta una
version de esta prueba en contextos mas generales; cuando el espacio de medida
son los borelianos de un espacio topoldgico de Hausdorff localmente compacto
y las medidas, medidas vectoriales regulares de Borel y se usa un resultado que
aparece en un articulo publicado por S.K Berberian en 1966 [1].

1 Introduccion

En Andlisis cldsico el nombre de Fubini suele asociarse a un resultado acerca
de la relacién que existe entre la integral sobre un producto de espacios y la in-
tegral definida sobre los factores de tal producto, ver por ejemplo [10] y [11].
Pero existe otro resultado sutil, conocido con el nombre de Fubini, que explora
la relacion entre 1la medida de conjuntos del espacio producto y algunos subcon-
juntos de los factores. Asi, por ejemplo, en [3] se presenta dicho resultado en
el contexto de la medida de Lebesgue para el plano R?; tal resultado establece
una condicién necesaria y suficiente para que un conjunto A C R? tenga medida
cero dependiendo de la z-seccién A, = {y € R : (z,y) € A}; formalmente:

Teorema de Fubini en el plano. Para un conjunto medible A C R?, las si-
guientes proposiciones son equivalentes:

(@) A es un conjunto de medida cero en R?;

(b) A, es un conjunto de medida cero en R para casi todo x € R.

La demostracion de la implicacién (a) = (b) de este teorema se basa en
la prueba dada en [9], mientras que la otra es trabajada con cierto detalle en el
articulo. Este teorema puede ser facilmente extendido a espacios euclideos en
general e inclusive, como se indica en [3], puede ser planteado en un escenario
mads general con ciertas hipétesis: “que los espacios topoldgicos involucrados
como factores X e Y sean de Hausdorff localmente compactos y que las medidas
vectoriales asociadas sean regulares sobre las respectivas o-dlgebras de Baire
By(X) y Bo(Y)”. Por supuesto, en este esquema si A C X x Y, la z-seccién
Ay eselconjunto {y € Y : (z,y) € A}.
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Teorema de Fubini. Sean X y Y espacios topologicos de Hausdorff localmente
compactos, |y v medidas regulares vectoriales de variacion acotada en las o-
dlgebras de Baire de Bo(X) y Bo(Y), respectivamente. Entonces las siguientes
proposiciones son equivalentes:

(a) A es un conjunto de medida cero en By(X) x Bo(Y');

(b) A, es un conjunto de medida cero en By(Y') para casi todo = € X.

En el presente articulo se expone una demostracion de esta version del Teo-
rema de Fubini, en el espiritu de [3] y [9]. En nuestra presentacion, la impli-
cacion (a) = (b) es la Proposicién 8 mientras que la proposicién (b) = (a) es
la Proposicién 9. Las hipétesis de naturaleza topoldgica permiten aplicar una
variante del “lema del tubo” (Teorema 2) y las de regularidad de las medida
garantizan la acotacién de las medidas de conjuntos compactos, lo cual permite
seguir el esquema de la prueba en espacios euclideos.

2 Preliminares

Esta seccién contiene algunos resultados cldsicos que son importantes en el de-
sarrollo de la prueba del Teorema de Fubini. Para empezar, tenemos dos teore-
mas de topologia.

Teorema 1 Sea (X,7T) un espacio de Hausdorff. Si {Nu}acr es la coleccion
de todos los entornos de un punto x € X, entonces

() Na = {z}.

acl

Demostracién.  Supongamos que [),c; No # {}, entonces existe y €
MNacr Na tal que y # . Como el espacio es de Hausdorff existen vecindades
Uy de z y Uy de y, tales que U, N U, = (), de manera que U, es una vecindad
de x que no contiene a y y esto contradice el hecho de que y pertenece a toda
vecindad de z. m

En lo sucesivo si (X, 7))y (Y,S) son dos espacios topoldgicos, X x Y es
el espacio producto, y la z-seccion de A C X x Y, denotada por A, se define
como:

Az ={y €Y :(x,y) € A}.
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Teorema 2 Sean (X, T) y (Y,S) dos espacios topoldgicos, siendo (X, T ) un
espacio de Hausdorff. Sea A C X XY un conjunto compacto. Supongamos que
x € X yque existe S € S tal que A, C S, entonces existe unT € T, tal que
Ay C Sparatodoy €T, esdecir AN (T xY)CT x8S.

Demostracion. Sea J el conjunto dirigido de los entornos de x y supongamos
que la tesis del teorema es falsa, es decir que para todo entorno de x, IV, existe
x; € Ny tal que A, no estd contenida en S, es decir, existe y; € Y con (x;,y;) €
A,yy; ¢ S. Como X es de Hausdorff, la red (x;);cs converge a un tinico punto
x, (x;)ie; — x, y como A es compacto la red (x;,y;);cs tiene una subred
convergente, digamos (x;, y;)icx y K cofinal en J, por lo que

(i, vi)iex — (2,y).

De maneraquey € A, yy ¢ S, yaque y; € S paratodo i € K, esta contradic-
cion prueba que el teorema es cierto. m

A continuacién consideramos algunos elementos de teoria de la medida in-
volucrados con las hip6tesis del Teorema de Fubini. Empezamos con tres defini-
ciones.

Definicion 1 Sea X un espacio topoldgico Hausdorff localmente compacto. Se
define la o-dlgebra de Borel en X, denotada como B(X), como la o-dlgebra
generada por los compactos, es decir la interseccion de todas las o-dlgebras
que contienen los compactos. Si p es una medida vectorial o-aditiva, definida
en B(X) con valores en un espacio normado Z se dice que es regular si para
todo € > 0y E € B existen un compacto K y un abierto U, tal que K C E C U
v |u(F)| < e paratodo F € Bcon F C U\K.

Definicion 2 Sea X un espacio topoldgico de Hausdorff localmente compacto.
Se define la o-dlgebra de Baire en X, denotada como By(X), como la o-dlgebra
generada por los compactos Gs es decir la interseccion de todas las o-dlgebras
que contienen los compactos G. Si p es una medida vectorial o-aditiva, definida
en By(X) con valores en un espacio normado Z, se dice que es regular si para
todo e > 0y E € By existen un compacto K, G5 y un abierto U, tal que
KCECUYy|uF)| <eparatodo F € By con F C U\K.

En relacién con la definicidn anterior hay una redundancia, aunque no muy
clara y es por el hecho de que toda medida vectorial de Baire con valores en un
espacio normado es regular.

En lo sucesivo B denota cualquiera de las o-dlgebras B(X) o By(X), p es
una medida vectorial 0 — aditiva en B, la variacion de 4 se denota | 4 |, donde
| 1] (A) =supd i | u(B;) | donde {B;}! ; es una particién dijunta de A.
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Es de hacer notar que en el caso de que X sea metrizable, B(X) = By(X).

La siguiente propiedad, que establece una relacion entre la regularidad de la
medida vectorial y la regularidad de su variacion que en este caso es una medida
escalar acotada.

Teorema 3 1 : B — Z es regular si 'y sélo si | pu |1 B — R es una medida
regular.

Demostracion. Si | | es regular de [2], p.314, p es regular. Reciprocamente
si v es regular entonces | 4 | es una medida escalar definida en 5, por lo que es
regular. m

En el siguiente resultado, es una consecuencia del teorema anterior.

Teorema 4 Si X es un espacio topologico localmente compacto y | es una me-
dida vectorial en B, regular con valores en un espacio normado Z 'y de variacion
acotada, entonces para cada compacto K en B, existe un abierto U en X tal que
KcUy|p|(U) <o

Como en el Teorema 4, en las siguientes definiciones B denota cualquiera de
las o-dlgebras B(X), Byo(X) o By (X), en forma respectiva.

Definicion 3 Sean X, un espacio topoldgico, Y un espacio normado p una me-
dida vectorial, p : B — Y y A C X. Se dice que la coleccion {K;}3°, con
K; € B es un cubrimiento de A si para cada x € A existe al menos un K; tal
que x € K;, es decir A C |J;2{K;}, y decimos que la coleccion {K;}5°, con
K; € B(X) es un cubrimiento infinitamente infinito de A si para cada x € A
existe una subcoleccion { K;;}52,, tal que x € K;; para todo j € N.

Finalmente tenemos la extension del concepto de “medida cero” para el
caso de medidas vectoriales.

Sea X un espacio topologico, Y un espacio normado y p una medida regular
vectorial, ;n : B — Y. Se dice que A C X es de p-medida cero si para todo
€ > 0 existe un cubrimiento {U;}5° | de conjuntos abiertos, tal que

Sl <e
=1

En este caso escribimos j1(A) = 0 sin que ello signifique necesariamente que A
es medible.

Con el mismo convenio de notacién del Teorema 4 tenemos el siguiente
resultado.
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Teorema 5 Sean X un espacio topologico, Y un espacio normado y | una me-
dida vectorial regular, 1 : B — Y. E C X, es de u-medida cero si y solo si
existe un cubrimiento infinitamente infinito de E, {U;}2°,, de conjuntos abier-

(o]
tos, tal que Z | | (U;) es convergente.
i=1

Demostracion. Supongamos que F es de medida cero, por lo tanto para cada
n € N, existe un cubrimiento abierto { K,,(n)}>°_; de E, tal que

S | (E(m) < o
m=1

Evidentemente { K, (n)};; ,—1 €s un cubrimiento abierto infinitamente infinito
de E, que puede se dirigido por los naturales, es decir,

{EKm(n)}m=t = {Ui}iZs,

donde U; = K, (n) para algunos m,n € N. Sea

luego

[l (Cn) =] 1] (U Km(n)> <>l (Km(n) < 1/2"

y U; C C), para algin n € Z.
Ahora

a <UUZ> =|p| (UCZ> <Y fpl@) <> 1<
=1 =1 =1 =1

Paracadai € Nexisten € Ntalque U; C Cp,porloque | p | (U;) <| | (Cp)s
y se tiene:

STl )< [l (Ca) <1
i=1 i=1

Ahora supongamos que {U;}5°; es un cubrimiento abierto infinitamente in-
o

(o.9]
finito de FE, tal que Z | | (U;) < oo, entonces nh_)rgoz | | (U;) =0, por

=1 1=n
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[e.e]
lo tanto dado € > 0 existe ng € N tal que Z | 1| (Ui) < ey asi se cumple

k=ng
que:

o o

a <U Ui) <> |l U)<e
1=ng k=no
Como el cubrimiento es infitamente infinito se cumple que
o0
E C U U;.
i=ng

Veamos un par de resultados que son fundamentales en la prueba del Teo-
rema de Fubini. En primer lugar tenemos:

Teorema 6 Si X y Y son espacios topolégicos de Hausdorff localmente com-
pactos, entonces By(X) x Bo(Y) = Bo(X x Y').

Ver[5], p 222.
Si p y v son medidas vectoriales regulares en By(X) y By(Y') respectiva-
mente, con valores en un algebra normada Z se define ¢ ® v en

C={(Uy, Vi) : Ui € Bo(X),Vi € Bo(Y)},

como p ®@ v(U;, Vi) = w(U;) - v(V;), y esta se puede extender de manera tnica
y regular a By(X) x By(Y) = By(X x Y)(ver [6]).

Del hechodeque | U -V |<| U | - | V | al ser Z un dlgebra normada y de la
regularidad se tiene el siguiente resultado:

Teorema 7 Si i1y v son medidas vectoriales regulares en By(X ) y By(Y') res-
pectivamente, con valores en un algebra normada Z, entonces E C By(X) x

Bo(Y') es de medida 11 @ v cero si'y solo si para todo € existe un cubrimiento
Ui x Vide Etal que Y 2, | | (Ui) | v ]| (V) <e.

3 El teorema de Fubini

En esta seccion presentamos la demostracion del Teorema de Fubini. Note-
mos que decir que la seccién (A, ) para casi todo x es equivalente a decir que
u(E(A)) = 0, donde el conjunto de excepcion E(A) estd definido por

E(A) = {x € X : A, no es un conjunto de medida cero}.

Rev.Mate.Teor.Aplic. (ISSN print: 1409-2433; online: 2215-3373) Vol. 24(2): 227-238, July 2017



SOBRE EL TEOREMA DE FUBINI PARA CONJUNTOS DE MEDIDA CERO... 235

Con esta terminologia planteamos la implicacién (a) = (b) del Teorema de
Fubini.

Proposicion 8 Sean X y Y espacios topoldgicos de Hausdorff localmente com-
pactos; |1y v medidas regulares en las o-dlgebras de Baire By(X) y By(Y),
respectivamente. Si A C X XY con p® v(A) = 0, entonces u(E(A)) = 0.

Demostracion. Sea e > 0, como u ® v(A) = 0, por 7 se tiene que existe un
cubrimiento infinito
{U; x V;}2, de Atal que

n

S (V) 1ul(U;) < e

i=1
Sea

= l(Vi)xu, (2)
=1

Claramente ¢; — ;—1(x) = |v|(Vi)xwv, (x). Por la propiedad telescépica

n

Pn = Z%‘ — Pi—1-

i=1

Aplicando el teorema de convergencia mondtona se tiene que:

/%d"” _/<zn:%—<pi_1) |l
_Z/ — pi—1)d|pl
- ; [ Wi, dinl

De manera que

/ ondlp| = ZM ) |ul(U) < e.

Ahora, sea A; = {z : ¢i(r) > 1 y ¢i—1 < 1}. Luego A, NA; =0
para todo i # jy A; C V; paratodo i € N. Cada A; es pu-medible ya que
Ai = ¢ (L oo) Ny ([0.1).
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n
Al ser p;(x) > 1 en A; paran > i, se tiene Z || (A;) < /gond|u|, para
i=1
cada n, de manera que

> nlA) <e
=1

La idea ahora es verificar que el conjunto £ = {z : v(E,) # 0} es de p-
medida cero, y para este fin se demuestra que este conjunto estd contenido en la
unién de los A;.

En efecto si x € E existe y € Y tal que (z,y) € A, como U; x V; es
una cubierta infinitamente infinita de A, existe una sucesion iy, tal que (z,y) €
Ui, x Vj,, de manera que x € U;,. Ahorasiy € A, y € V;, para infinitos
valores de k, por lo que V;, es una cubierta infinitamente infinita de A, de
manera que la serie Z |v|(Vi,) es divergente al ser v(A;) # 0, de manera que

lim,, o0 @n(z) = 00, y por lo tanto x € A; para algin i. De lo anterior se
concluye que A, C UA;. =

Ahora procedemos a demostrar la implicacién (b) = (a) del Teorema de
Fubini.

Proposicion 9 Sean X y Y son espacios topologicos de Hausdorff localmente
compactos'y uy v medidas regulares en las o-dlgebras de Baire By(X) y By(Y),
respectivamente. Si A C X x Y y u(E(A)) = 0, entonces p x v(A) = 0.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que v(A;) = 0,
es decir que el conjunto E(A) = () y ademds que A es compacto ya que la
medida regular.

Dado ¢ > 0 arbitrario, demostraremos que | X v|(A) < §. Sea L = 7x (A)
la proyeccion de A en X, como 7x es continua se tiene que L es un subconjunto
compacto de X, por lo tanto existe un abierto S en X talque L C S'y |u|(S) <
oo. Elegimos € > 0 de manera tal que |¢|(S)e < J. Llamaremos a un conjunto
U C X e-vecindad si existe un conjunto abierto V' C Y con (V) < e tal que
ANUxY)cCcUxW.

Sea G la coleccion de las e-vecindades G con G C S. Siz € L, como
|v|(Az) = 0, existe una vecindad V' C Y tal que |v|(V) < ey A, C V, porel
Teorema 2 existe una vecindad e-buena U en X, tal que

AN(UxY)cCcUxV.

Es decir, G es un cubrimiento abierto de L, como éste es compacto se obtiene un
subcubrimiento finito G’ = {G1,Ga,...,G,}; a partir de G’ podemos obtener
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un cubrimiento de L, el cual es finito y disjunto, considerando

Sk:Gk\UGiparak:O,...,n
i<k

Por supuesto, tenemos que

OSkCS.

Ahora, para cada k podemos obtener un abierto Vi, C Y con v(Vy) < ey tal
que:
Aﬂ(Sk. XY) C S x V.

Con esta eleccidn de € se tiene que

i x vl(A) = [ x V(AN (L x V)

=l xvlAn |J (s x V)
k=0

= X v|(AN (S, x Y))

k=0
<Yl x v|(Sk x Vi)
k=0
<D ul(Se)l vI(Ve),
k=0
pero
Z|M| (S)lv|(Ve) < 1ul(Se)e = |ul <U Sk) e < |ul(S)e <o,
k=0 k=0 k=0

es decir, |u x v[(4) <. =
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