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Resumen
En este articulo se presenta la construccion de una 2-forma diferencial para las érbitas coadjuntas del grupo afin M(1), el Grupo Ortogonal Especial
SO(3,R) y el Grupo de Heisemberg H3. Se parte del hecho de que el lector conoce algunos conceptos como variedad diferencial, forma diferencial, grupo
de Lie, dlgebra de Lie y accion coadjunta. No obstante, se resefia brevemente cada uno de estos conceptos.

Palabras clave: Variedad Simpléctica; forma diferencial; grupo de lie; algebra de lie; grupo afin; grupo ortogonal especial, grupo de Heisenberg,
orbita coadjunta

Abstract
This paper presents the construction of a 2-differential form for the coadjoint orbits of the affine group M (1), the Special Orthogonal Group SO (3, R)
and the Heisenberg group H3. We assume that the reader knows concepts such as differentiable manifold, differential forms, Lie group, Lie algebra and
coadjoint action. However, we briefly review each of these concepts.

Key Words: Simplectic Manifold; Differential form; Lie Group; Lie Algebra; affine group; Special Orthogonal Group; Heisenberg group; Coadjoint
Orbit.

1. Introducciéon

Las variedades simplécticas son una herramienta matemadtica importante en fisica. Dos de las
aplicaciones de las variedades simplécticas en esta rama son, por ejemplo, la descripcién de la
mecanica clasica de un sistema fisico dado y el proceso de cuantizacién. Es decir, describir un
sistema fisico de forma cuantica a partir de su descripcién clésica.

Es por esta razén que dichas variedades son cominmente utilizadas en las investigaciones de la
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fisica tedrica. Como veremos mas adelante, una variedad simpléctica es una variedad de dimension
par junto con una 2-forma diferencial w cerrada y no degenerada. Es posible obtener ejemplos de
variedades simplécticas a partir de lasérbitas coadjuntas de un punto del dual algebra de Lie. Las
siguientes paginas proporcionan los calculos de la 2-forma diferencial de algunas érbitas coadjuntas,
dotando asi a dichos conjuntos de una estructura de variedad simpléctica. Es importante recalcar
que tales calculos se llevan a cabo de forma explicita y detallada, mediante la utilizaciéon de

herramientas béasicas del dlgebra lineal y el calculo diferencial.

2. Preliminares

Antes de dar inicio con los cédlculos, se lleva a cabo un breve recorrido por algunos conceptos que

se utilizan a lo largo del articulo.

La primera definicion que se muestra es la de variedad diferencial, puesto que como mencionamos
anteriormente lo que se buscan son ejemplos de variedades simplécticas. Una variedad diferencial
M es un espacio topoldgico Hausdorff y segundo numerable, que posee una clase de equivalencia

de atlas compatibles.

La estructura que proporciona la caracteristica de ser una variedad simpléctica a una variedad
diferencial es una 2-forma diferencial. Una k-forma diferencial sobre una variedad diferenciable M
es una funcién

w: X(M) x -+ x X(M) — C(M)

-
k veces

que es C*°(M) k-lineal y alternante.

Uniendo los conceptos presentados anteriormente podemos definir una variedad simpléctica como
una variedad diferencial de dimensién par. Ademds, dicha variedad debe estar acompafiada de
una 2-forma w diferencial cerrada y no degenerada. Escribimos (M, w) para denotar la variedad

simpléctica.
Ahora introduciremos algunos conceptos que permiten definir ejemplos de variedades simplécticas.

Un grupo de Lie GG, es un grupo que es a la vez una variedad diferencial, en donde la operacién

F(g,h) = g - h, definida a partir del producto de grupo, y la operacién inversién i(g) = g~' son

funciones suaves.
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El siguiente concepto que ocuparemos es el de dlgebra de Lie. Un algebra de Lie g es un espacio
vectorial dotado de otra operacion, diferente de las dos operaciones de espacio vectorial, y de un

corchete [, -] sobre g x g que satisface las propiedades de bilinealidad, antisimetria y la identidad

de Jacobi.

Otro concepto que necesitaremos para obtener ejemplos de variedades simplécticas es el de accién
de un grupo sobre una variedad. Partimos de un grupo de Lie G y de una variedad diferencial M.

Una acciéon de G sobre M, es una aplicacién suave:
0:GxM — M
0(9.p) = g-p
que satisface las siguientes condiciones:

1. Si e es el elemento neutro de Gy p € M, entonces 6(e, p) = p.

2. Sig1,90 € Gypée€ M, entonces 0(g1,0(g2,p)) = 0(g192,D)-

Un ejemplo importante de acciéon de un grupo sobre una variedad es la accién coadjunta. Esta es
una accién de un grupo de Lie sobre el dual de su édlgebra de Lie g*, que también es un espacio

vectorial. Dicha accién esta dada por:
CoAd: Gxg* — g*
CoAd(g, f) = foAd(g").

Un subconjunto de M, que se obtiene de la accién @, es la 6rbita de un punto p € M, denotada
O,,

Op={9-pl g Gt ={qeM|IgeG q=yg-p}
De particular interés es la dorbita de la accién coadjunta llamada Orbita Coadjunta, puesto que

dichos conjuntos son variedades simplécticas, hecho que se establece en el siguiente teorema.

Teorema 2.1.

Sea G un grupo de Lie y sea g su dlgebra de Lie. Considere la accion coadjunta de G sobre g*

CoAd: G xg* — g*
CoAd(g, f) = foAdlg™)
St f € g* entonces la orbita coadjunta de f
Oy ={CoAd(g, f)| g€ G}

es una variedad simpléctica.
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La prueba de este teorema, véase [6] o [4], proporciona la manera en cémo se define la 2-forma
diferencial correspondiente a las érbitas coanjuntas de un punto del dual algebra de Lie. El objetivo
de este articulo es mostrar la construccion de la 2-forma diferencial para algunos ejemplos de

orbitas coadjuntas.

3. Calculo de la 2-forma de una d6rbita coadjunta

3.1. 2-forma diferencial del Grupo Afin M (1)

Consideremos el conjunto:

con la operacién:

at b a*> b\ [ a'a® a'b? 40!
0 1 0 1 0 1
G con esta operacién es un grupo de Lie llamado grupo afin?

Su élgebra de Lie estda dada por:

A8 e

[]rgxg—g
[X,Y] = XY - YX.

con el corchete definido por:

La 6rbita coadjunta correspondiente a un punto ¢ = (z,y) € g*,y > 0 es:

Of ={(z,y) e R? |y >0}

q

La érbita coadjunta correspondiente a un punto ¢ = (z,y) € g*,y < 0 es:

O, ={(z,y) e R? |y < 0}

q

La érbita coadjunta correspondiente a un punto ¢ = (z,0) € g*,y < 0 es (z,0), es decir, los puntos
de la forma (x,0) son invariantes bajo la accién coadjunta (Véase [1]).
Determinaremos cémo actia un funcional f € g* sobre los elementos de g.

Una base para el dlgebra de Lie es:

LComo es usual en geometria diferencial, usamos notacién de superindices para denotar las coordenadas locales

de una variedad, que en este caso corresponden a las entradas de los elementos de M (1).
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G0

0 ), podemos escribir

10 0 1
X=m +n .
(ho)ee(hs)

Para la base B existe una base dual de g*, B’ = {f1, f2}, tal que 2

f1<73 g)zm Y f2(rg Z)zn

En este caso si f € g*, es decir f: g — R es lineal, podemos escribir:

m
Esdecir,siXGg,X—(O

f=cifi+ecafs,

10 01
donde las constantes ¢y, co satisfacen ¢; = f ( 0 0 ) ye=f < 00 > De lo anterior se tiene

10 01
(1) e (0)

m n
Asi, si X = ( 0 0 ) € g, [ actia sobre X como sigue:

m n
f[( 0 0 )] =c1m + con.

Usando el conjunto {1} como una base para R, se obtiene que la matriz que representa al funcional

(o o)

Observe que ésto tltimo define un isomorfismo entre g* y R2.

que:

f: g — R esta dada por:

El &lgebra de Lie g actda sobre su dual g* por medio de la accién:
f:gxg-—g

O(X,f) =X f=—foadX

2Esta, condicién se debe a la definicién de base dual. Una descripcién sobre bases duales puede encontrarla en

[5]-
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donde X,Y € g, f € g* y la aplicacion adX es la transformacién lineal
adX - Y =[X,Y].

Vamos a calcular la matriz de la transformacién lineal: adX en la base B:
1 0 m n 10 1 0 m n
adX = —
0 0 0 O 0 0 0 0 0 0
B m 0 m n
0 O 0 0

Luego, la matriz de la transformacion ad X estd dada por:

0 0
adX = .
-n m

Suponga que la matriz de f € g* es: ( Ty ) y X = ( ?Z; Z ) € g, la acciéon g sobre g* se
expresa:
O:gxg° — ¢
0(X.f) = X-f=—foadX

Asi, la matriz que representa al funcional —f o ad X estd dado por:

X -f = —foadX eg*

(00

= (yn —ym>. (1)
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Observe que si p € O, C g* podemos asociarle la matriz: ( pl p? )

Al calcular el espacio tangente de O, en el punto p tenemos:

T,(0y) =O0p ={X -p| X €g}.

Asi, si v,u son vectores en T,(0,), podemos escribir v =V -py u=U - p, donde U,V € g con

up U vy v
U— 1 U2 y V= Loz
0 0 0 0
Luego, la 2-forma que proporciona la estructura simpléctica de la érbita coadjunta O, estd definida
por:

W(p) (u) ’U) =D [Uv V] :

Vamos a calcular la expresién local de w en las coordenadas locales (2!, 2%) de la variedad dife-
rencial O.
Suponga que u,v € T,(0,). Observe que por la definicién de los vectores u y v, al ser funcionales

y de acuerdo con la ecuacién (1) les corresponden las matrices:
( Pruz  —piu ) y ( P2 —p*ur )

respectivamente. Puesto que, una base para 7),(O,) esta dada por:

{arl, 58
ozt | Ox%| |’
tomamos:
v = alﬁ ) + bt % ) = (a',b") = (p*ug, —p*us) (2)
v = azﬁ + b? % = (a®,b*) = (p*vy, —pv1). (3)
P P

En este caso utilizamos la identificacién de los funcionales u y v con elementos de R?.

De (2) y (3) se tienen las siguientes relaciones:

[V}

—bt a —b?
y, U= ——%, U= —, U1 = —5 .

Uy = )
P> p?

SAEY

Entonces:

/1
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w(p)(u,v) = p(U,V])

(5 0) (3 5)-(o) (o))
. 0 U1V — UV
— "o 0

(ujvg —ugvy),  p actia sobre elementos de g.

1
—_ E(ale _a2b1)
1 a' bt
B E a’ b
0 0 0 0
1 1 1 2 1 1
dx (a g +0b 2 p) dz?|, (a 8x1p+b 52 p)
0 0 0 0
&), <a2_ +b2—> 0, (az_ +b2—>
Ozt » Oz2 » Ozt » 0z2 »

dztlp(v) dz?[y(v)

1
- —de1|p/\dx2|p ( B ) .
p v

Por lo tanto, la forma local de w estd dada por:
w = %dxl A da?.
3.2. 2-forma diferencial del Grupo Especial Ortogonal G = SO(3,R)
El conjunto de matrices 3 x 3:
SO(3) ={A€GIB,R) | A'A = I3;det A = 1},

es un grupo de Lie junto con la multiplicacién usual de matrices. Este grupo es llamado Grupo

Ortogonal Especial Real. Su algebra de Lie esta dada por:

50(3,R) = {A € M(n,R) | A= —A}.
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* Y

Las 6rbitas coadjuntas de un punto ¢ € (s0(3,R))* = R? son esferas:

Oy ={peR’||lp| =r}.
El élgebra de Lie so(3,R) actia sobre su dual (so(3,R))* por medio de la accién:
6: s0(3,R) x (s0(3,R))* — (s0(3,R))"
OX.f) = X-f=—foadX
donde ad X (Y) = [X,Y].

De lo anterior se tiene que la 2-forma w en un punto p de la érbita coadjunta O, esta dada por:

wp)(U -p,V -p) =p([U,V]),

donde U y V son campos vectoriales en s0(3, R).

Ahora determinaremos la expresion local de la 2-forma w para una carta local (U, ¢) de la érbita
O,.

El espacio tangente a O, en p € O, esta dado por:

T,(0,) = {v € R? | p-v = 0}.
Sean u,v € T,(Oy), entonces:
u=U-p=—poadlU
v=V-.p=—poadV
donde U,V € s0(3,R).

Escribimos U y V en términos de sus componentes:

0 —Uz  Usg 0 —v3 Vg
U= U3 0o —-u |, V= U3 0 —u
—U9 Uq 0 —U2 (%1 0
0 —c b
Un célculo directo muestra que si X = ¢c 0 —a | € s0(3,R), entonces la matriz de la
b a O

transformacion lineal:
adX: s0(3,R) — s0(3,R)

adX(Y) = [X,Y]

en la base:

o O O
oS O =
o = O
o O

o O O
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de s0(3,R) estd dada por:

0 —c b
adX = c 0 —a
b a 0
Es decir:
0 —us U 0 —wv3 vy
adU = U3 0 —u |, adV = Vs 0 —u
—Uy Uy 0 —vy U1 0

Recordemos que la dérbita coadjunta estd contenida en el espacio dual del dlgebra de Lie so(3, R).
Entonces el punto p es un funcional lineal, p: s0(3,R) — R. Si ( pt p? p? ) es la matriz que
representa al funcional p € O, C (s0(3,R))*, podemos encontrar las matrices que representan a

los funcionales —p o adU y —p o adV. Asi,

0 —us uy pPus — pPus
u=—poadl = — ( pt p? p? ) Us 0 —ur | =1 plus—piu
—uz w0 p*uy — pluy
de igual forma:
0 —U3z Vg P3U2 - p2’03
_ _ 1,2 .3 _ 1 3
v=—poadV = (p p p) vg 0 —v | = plus—p’n
—Vg U1 0 p2U1 - pl'U2

Como u € T,(0,) entonces u se puede escribir en la forma:

_p? P
u = (p'uzg — p*uy) (p17 1, 0) + (p*uy — p'us) (])17 0, 1) ;

) )
{(Gr0) (S0}
p p ,

es una base del plano tangente a la esfera O, en el punto p.

pues:

Similarmente:
—p? > 1 —p’
v = (p'vs — p’uy) o 1,0 ) + (p°v1 — p v2) ?,07 1
Consideremos la carta local (U, ¢) de Oy, donde U = {(s',s%,s%) € O,] s' >0} y

U — R?

(st s%,8%) = (5% 8.

)

Sean (2!, z2) las coordenadas locales de O,, entonces:
b q»

9
ozt

0

» 99
pax

1
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es una base de T,(0,). Si (a',b') y (a?,b?) son las coordenadas de u y v se tiene:

0 0
1 1 2 2
u=a —| +b — v=a" —| +b° —
1 2| 1 2
ox » ox » ox » ox »
pero:
u=(a",b") = (p'us — p*us, p’us — p'un)
v=(a,b") = (p'vs — p*v1, p’v1 — p'va)
de donde:

a' = plug —p’u a’> = plug—p’u
bt = pPup —pluy v = plu—plo

Evaluemos ahora la 2-forma w en los vectores u, v:

0 UgV1 — VU1 U3V — V3Uy
w(p)(u,v) = p([U,V]) =p(UV = VU) =p U1V2 — V1lU2 0 UzV2 — V3la (4)

V3U1p — U3V1 V3Uz — U3V 0

Como p es un funcional en s0(3,R)*, si {fi, fo, f3} es una base de so0(3,R)* tal que

0 0 01 0 -1 0
ALl 00 =1 =1, fo 0 00 (=1 fs|1 0 0|=1
0 -1 0 0 0 0 0
y definimos los valores de p sobre la base B de la forma:
0 0 01 0 -1 0
pl 00 -1 |=p, p|l O OO0 |[=p pl1 0 O [=ps
0 -1 0 0 0 0 0

entonces p se puede escribir como combinacién lineal de la base dual de so(3,R), luego se tiene:

00 0 0 0 1 0
p=p| 00 —1 [fi+p| O 0 O |fot+p]| 1
0 1 -1 00 0

0
0 —c b
Si X = ¢c 0 —a € s0(3,R) entonces p actia sobre los elementos de s0(3,R) de la
b a O

siguiente forma:

/5
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p(X) = pla+ p*b + pc

y de acuerdo con las ecuaciones de (4) se tiene:

p(X)

pla+ pb + pPe

pl(U3U2 — U3v2) + pQ(UZ&Ul — v3uy) + p3(u1v2 — V1Ug)
plugus — plusvy + pPugvr — pPosug + pPuive — pPurus
prusvy — plugvs + pPurvs — pPurvs + plogus — pPorug

1 1 3,2 1

Y2 P 3

—PTU3V — P U3V — — UV + P ULV
p p p

1 P 3,2 1
- <plp2ulvs - EPIUWQ T uvy + plp301U2>

1

E(aﬂb - a2b1)

1|at ot

Pl a2 b2

dz'|, aI%’p—i-bl %Lﬂ dz?|, a1%’p+bl %lp
dz', QQ%’p—i—bQ %h) dz?|, QQ%’}?—H)? %h)

1| datly() da?lylw)

p! dzt|,(v)  dz?[p(v)

Si (¢*, ¢*) son las coordenadas locales correspondientes al punto p = (p', p?, p*) € Oy se tiene que

pt = /12— (¢")? — (¢?)2. De donde la expresién local de la forma w estd dada por:

w= 2al:cl/\d:/UQ.

V=@ = (@)

2-Forma diferencial del grupo de Heisenberg Hj

Considere el Grupo de Heisenberg de dimensién 3:

con el producto:

Hs = {(a,b,¢) | a,b,c € R}

1
(a1, b1, c1)(ag, be, c2) = (a1 + az, by + by, c1 + c2 + =(arby — azby))

2
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H; con este producto es un grupo de Lie. El dlgebra de Lie de este grupo es hs = R3 con el
producto cruz usual. El dual del &lgebra de Lie estd dada por: hji = R3.
Las drbitas correspondientes a los puntos de la forma (z,y,0) en hj son puntos de la misma forma.
La érbita coadjunta de un punto ¢ = (z,y, z) € hj es un plano cuya ecuacién es z = zp, donde 2
es fijo (Vedse [1]). Es decir:
Oy = {(2.9,2) | = = 2}.
El élgebra de Lie hsy = R? actda sobre su dual por medio de la accién:
0: hy x hi — h}
(X, f)=X-f=—foadX

donde:
adX : hg — h3

(adX)Y = [X,Y] = X x Y.

Primero calculamos la matriz de adX en la base canénica {ey, €5, e3} de R?, donde:

€1 = (1,0,0)
€2 = (07 170)
€3 = (0,07 1)

Tenemos que:

(adX)es = (y, —x,0)

por lo tanto la matriz de adX esta dada por:

0 —2 wy
adX = z 0 —x
-y x 0

Calculamos ahora 0(X, f). Sea f = (a,b,¢) y X = (x,y, z). Entonces:

O(X.f) = X-f

= —foadX
0 —z
= —(a,bc)| 2z 0 -z
-y x 0

= —(bz—cy,cx —az,ay — bx)

= (cy —bz,az — cx,bx — ay).

/7
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Sea p = (p',p?, 29) un punto en la 6rbita O,. Sean u,v € T,(O,), entonces u =U -py v ="V -p,
donde U = (uq,ug,u3), V = (v1,vq,v3).

Es decir:
u=U p=—poadl = (uzzy — pPus, usp' — zous, pPuy — pluz)
v=V-p=—poadV = (v9z9 — p*v3,v3p' — 2gu1, p*v1 — p'vy).
Recordemos que O, es una variedad diferencial. En este caso es de dimensién 2, puesto que es un
plano en R?. Por lo tanto, 7,(0,) es un espacio vectorial de dimensién 2.

Sean (z',2?) las coordenadas locales de O,. Entonces el conjunto

I
dxt|,)” 02|
es una base de 7,(0,).
Dado que u,v € T,(O,) entonces se tiene:
d
_ I bl 7 — 1 bl
= 8x1p+ dx?|, (a’,0')
analogamente:
0
— a2 _~ bQ = 2 b2
v a8m1p+ 527 |, (a®,b%)

Hacemos la identificacién:
1_ 2 2 _ 1 2 1, _
{a—uzzo—pus {a—ugp — ZoUy {pul—pUQ—O
b

)

1 2 2 1 2 1 '
b' = vyezp — p-us b* = v3p’ — zu1 pvr—pvg =0

Calculamos ahora la 2-forma diferencial w(p)(u,v) correspondiente a la 6rbita coadjunta O,
w(p)(u,v) = p[U,V]
= p-(UxV)
= (Plap27 20) - (U3 — U3Va, UV — ULV, UV — UgV1)
= p'(usvs — uzva) + p*(usvy — wrv3) + zo(urvs — usvy)

— i(ale_QZbl)

20
1 fat b
C Z0| a? b2
0 0 0
1 | 1 _~ 2 1 _0_ 1_~
datl, <a 8x1p+b 3 p) da?|, (a sorl, +0' 53 ,,>

+ b?
p

9
0z

)

9 , B
dzt|, <a2 Bl ) +v? a;,:?‘p) dz?|, <a2 pp

1
= —dz'[, A d2?|,(u,v).
20
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De lo anterior se tiene que la 2-forma diferencial w de la érbita coadjunta O, estd dada por

1
w= —dz" A dz?.

Z0

4. Conclusion

A continuacién resumimos los resultados obtenidos de los cédlculos de la expresién local de la 2-

forma diferencial correspondiente a las érbitas coadjuntas de los grupos de Lie M(1), SO(3,R) y

H;.
GRUPO DE LIE OrBITA COADJUNTA 2-FORMA DIFERENCIAL
M(1) {(z.y) eR? |z €R, y >0} w = Lda' A da?.
SO(?’aR) {p e R? | HpH = 7"} W = mdml A dx?
His Oy ={(z,y,2) | 2 = =} w=Lda' \da®.
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